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1 Einleitung

Der Einsatz und die Diskussion Uber die Moglichkeiten von Brandsimu-
lationsprogrammen zur Untersuchung brandschutztechnischer Frage-
stellungen hat in den letzten Jahren auch im deutschsprachigen Raum
zugenommen. Wahrend die in Brandschutzfachkreisen bereits langer
etablierten Zonenmodelle gezielt fur die Beantwortung spezieller Fra-
gestellungen des Brandschutzes entwickelt wurden, richtet sich das In-
teresse verstarkt auf die sogenannten, vom Konzept her allgemeiner
anwendbaren Feldmodelle.

Derartige Modellansatze sind in den Ingenieurwissenschaften unter
dem Oberbegriff Computational Fluid Dynamics (CFD) bekannt. Wah-
rend sich diese Techniken und das erforderliche Hintergrundwissen
in zahlreichen Anwendungsbereichen der numerischen Strédmungsme-
chanik (bspw. der Luft- und Raumfahrt, der Wetter- und Klimavorher-
sage, ...) bereits langer etabliert haben, erlaubt erst die Verflgbarkeit
preiswerter Rechenleistung zunehmend auch den Einsatz bei der Kla-
rung brandschutzrelevanter Fragestellungen. Wesentliche Ursache fr
den hohen Bedarf an Rechenleistung ist, dass im Gegensatz zu den
vornehmlich in Brandschutzfachkreisen etablierten Zonenmodellen die
Feldmodelle den kompletten Satz der gekoppelten Erhaltungsgleichun-
gen fir Masse, Impuls und Energie mit einer um viele GréBenordnun-
gen hoheren Raumauflésung berechnen als die Zonenmodelle.

Aufgrund dieser zeitlich versetzten Entwicklung ist das Wissen um
die Grenzen und Moglichkeiten der CFD-Techniken im Bereich des
Brandschutzes noch relativ begrenzt, bzw. nur einigen Experten auch
im Detail bekannt. Mittlerweile stehen dem interessierten Anwender je-
doch zahlreiche Brandsimulationsprogramme mit den unterschiedlich-
sten Modellansatzen zur Verfligung, im Fall des Programms Fire Dyna-
mic Simulator[2, 15, 16] sogar kostenlos. Mit dem Kapitel 5 im Entwurf
des vfdb-Leitfadens ,Ingenieurmethoden des Brandschutzes® [8] hat
das vidb-Referat 4 diese Problematik aufgegriffen und stellt eine erste
Orientierungshilfe zur Verfligung.

1.1 Problembeschreibung

Sowohl im Leitfaden, als auch in zahlreichen Vortradgen und Publikatio-
nen wird betont, dass aussagefahige und belastbare Ergebnisse nicht
nur von gut validierten Programmen, sondern im hohen Maf3e auch

257



von den Kenntnissen des Anwenders abhangen. Dies gilt nicht nur fir
ein grundlegendes Verstandnis der physikalisch-chemischen Brand-
vorgange, oder die richtige Auswahl der Eingangsdaten und Brandsze-
narien, sondern auch fir eine vertiefte Kenntnis der eingesetzten Mo-
dellierungsverfahren. Letztlich basieren alle Brandsimulationsmodelle
auf mathematischen bzw. numerischen Techniken, mit denen die mit
Hilfe physikalischer Annahmen aufgestellten gekoppelten nichtlinearen
Differentialgleichungssysteme geldst werden. Auf dem Weg von der
mathematischen Differentialgleichung zur vom Computer zu bearbei-
tenden Programmzeile sind hierbei weitere Approximationen notwen-
dig, die die Anwendbarkeit des Programms einschranken kénnen.

Die Entstehung eines Programms I@sst sich in die drei Entwicklungs-
stufen Modellbildung, Diskretisierung und Programmierung unterteilen,
die als Ergebnis ein Modellproblem, ein Verfahren und ein Programm
liefern. Die Begriffe sind nachfolgend erlautert:

Modellproblem

Hierunter wird die abstrakte Abbildung der Realitat durch mathe-
matische Gleichungen, inklusive Anfangs- und Randbedingun-
gen verstanden. Im Modellbegriff sind alle Vereinfachungen hin-
sichtlich der Abbildung der Naturgesetze enthalten, bspw. ein ver-
ringerter Detaillierungsgrad bei der Abbildung eines physikalisch-
en Prozesses.

Verfahren

Das Verfahren beschreibt die Konstruktionsvorschrift zur Abbil-

dung des Modellproblems auf einem Computer. Die derzeit ver-

figbaren Computer (Digitalrechner) kbnnen keine kontinuierlichen
sondern nur diskrete Zustande darstellen. Daher missen die zu

|6senden Differentialgleichungen in algebraische Gleichungen um-
gewandelt, d.h. diskretisiert werden. Ferner beinhaltet die Kon-

struktionsvorschrift auch die Art und Weise, wie die derart auf-

gestellten algebraischen Gleichungen numerisch zu l6sen sind.

Das Verfahren beinhaltet somit Vereinfachungen und Annahmen

hinsichtlich der numerischen Konstruktion.

Programm

Das Programm ist die mit einer Programmiersprache umgesetzte
Konstruktionsvorschrift (Software). Hierbei kann es durch unter-
schiedliche Programmieransatze, sowie aufgrund der eingesetz-
ten Rechnerarchitektur zu weiteren Einschrankungen kommen.
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Abbildung 1: Entwicklungsstufen eines Programms

Die Abbildung (1) zeigt, dass mit den Variationsmaoglichkeiten in jeder
Entwicklungsebene aus dem gleichen Modellproblem unterschiedliche
Programme entstehen kénnen'. Hierbei wird durch die eingefiihrten
Approximationen und Naherungen der Anwendungsbereich des Pro-
grammes beschrankt oder besondere Anforderungen an die vom Be-
nutzer vorzugebenden Anfangs- und Randbedingungen gestellt.

Im Gegensatz zur idealisierten Darstellung in Abbildung (1) basie-
ren die verfligbaren Brandsimulationsprogramme in der Regel nicht auf
dem gleichen Modellproblem. Vielmehr bieten sie dem Anwender hau-
fig in einer Art Baukastensystem unterschiedliche Modellproblem-Ver-
fahrenskombinationen fir einzelne Teilprozesse zur Auswahl an. Dies
fihrt gerade fur die Betrachtung auftriebsgetriebener, thermisch ex-
pandierender Strémungen zu einer Vielzahl von Kombinationsmdglich-
keiten. Griinde hierflr sind u.a.

« die Vielzahl der physikalischen Teilprozesse (z.B. Warmestrah-
lung, Gravitation, Warmeleitung, Diffusion, Verbrennung, ...), die
wahrend eines Brandes in Wechselwirkung stehen.

* dass trotz der Fortschritte bei der Rechenkapazitat der Hardware
und der Effizienz der numerischen Verfahren nicht jeder dieser
Teilprozesse mit hochstmoglicher Prazision darstellbar ist.

 dass fur die Wiedergabe einiger Phanomene keine vollstandige
und abgeschlossene Theorie verfigbar ist. So gibt es bspw. keine
abgeschlossene analytische Theorie oder einen allgemein galti-
gen Ansatz fir die numerische Darstellung der Turbulenz. Auch

Dies kann auch unbeabsichtigt durch Fehler passieren.
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die Modellierung von Verbrennungsvorgangen ist noch Gegen-
stand aktueller Forschungsvorhaben [31, 32, 33].

» dass die Zeit- und Ortsskalen der aufzulésenden Phanomene
teilweise um mehrere GréBenordnungen auseinanderliegen. Z.B.
verlangt die Auflésung einer Flammenzone Gitterweiten kleiner
als 1 mm. Mit den heute verflgbaren massiv-parallelen Super-
computern begrenzt sich das Rechengebiet fir vollaufgelOste tur-
bulente Verbrennungsrechnungen hoher Reynolds-Zahlen auf ein
Volumen, welches etwa einem Wadrfel von 10 bis 20 mm Kan-
tenlange entspricht [20]. Die fur die Gré3e des Strdomungsgebie-
tes verantwortlichen Gebaudeabmessungen liegen jedoch in der
GroéBenordnung von mehreren Metern.

+ dass die Vielzahl der méglichen Geometrien und Randbedingun-
gen mdglichst allgemeine Anséatze erfordert, bzw. die bei der Ver-
fahrenskonstruktion eingefihrten Annahmen, deren Anwendungs-
bereich schnell sehr stark eingrenzen kénnen.

Die Aufstellung eines Modellproblems, respektive einer geeigneten
Kombination von Modell-Verfahrensbausteinen zur effizienten Beschrei-
bung eines Brandes, gehort somit zu den anspruchsvolleren Aufgaben.
Obwohl die allen Modellproblemen zugrunde liegenden Erhaltungsglei-
chungen fir Masse, Impuls und Energie eine allgemeine Beschreibung
aller physikalischer Phanomene auf einer Vielzahl von Langen- und
Zeitskalen liefern, lasst sich aus Grinden beschrankter Rechenkapa-
zitat nur ein Skalenabschnitt betrachten. Die Ubrigen Skalenbereiche
missen entweder geeignet approximiert oder vernachlassigt werden.

Nur mit Kenntnis des zu untersuchenden Problems kann die Eignung
der im Programm implementierten Approximationen und Naherungen
bewertet werden. Es liegt somit in der Verantwortung des Anwenders,
das fur seinen Problemfall geeignete Programm auszuwahlen, bzw. in-
nerhalb dieses Programms eine geeignete Auswahl der verfligbaren
Module festzulegen. Hierflr sind jedoch Detailinformationen Gber die
Modellbildung und Verfahrenskonstruktion zwingend notwendig.

Nach einer kurzen Vorstellung der Modellgrundlagen fir inkompres-
sible Strémungen, werden diese anhand des gut dokumentierten und
frei zuganglichen Programms ,Fire Dynamic Simulator” diskutiert. Nach-
folgend wird an einigen numerischen Grundlagen der Einfluss des An-
wenders auf die numerische Rechnung thematisiert. Soweit mdglich,
sind die Erlauterungen allgemein gehalten.
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2 Grundlagen der Stromungsberechnung

Grundlage der Berechnung auftriebsgetriebener, thermisch expandie-
render Strdmungen ist das eingesetzte Verfahren zur Strdbmungsbe-
rechnung, welches z.B. den Transport von Rauch und Warme durch
Advektion beschreiben soll. Das folgende Kapitel gibt eine kurze Ein-
fuhrung Uber eine Reihe wichtiger Aspekte, die in einem effizienten
Modell- und Verfahrensansatz berlcksichtigt werden mussen.

2.1 Erhaltungsgleichungen

Basis der Beschreibung einer Strébmung sind die Erhaltungsgleichun-
gen fur Masse, Impuls und Energie. Hierbei reprasentiert p die Dich-
te, v den Geschwindigkeitsvektor, p den Druck, pe die Energiedichte, ¢
die Zeit, V das betrachtete Volumen, A die Volumenoberflache, n den
Normalenvektor auf die Volumenoberflache, sowie S, Sy und Sp. die
Quellterme der auf das Volumen einwirkenden Einfliisse wie bspw. Rei-
bung, Strahlung, Verbrennungsprozesse

Massenbilanz

Impulsbllanz

%/pf}’dV —1—% pvoV)- ndA—I—}I{pndA /SPV dv (1)
14 A

Energiebilanz

d 5.
E/pedV +j{[pe+p v-nd /5pedV
14

A

Hinzu kommt die Definition der Energiedichte, die sich fir ein ideales
Gas mit konstanten spezifischen Warmekapazitaten auf

1
pe=-"L"+ p7.¥ 2)

reduziert. vy ist der Isentropenexponenten. Die Gleichungen (1) und
(2) stellen ein System gekoppelter, nichtlinearer Differentialgleichun-
gen dar, die sich nur mit numerischen Methoden I6sen lassen. Im Rah-

261



men der bei ihrer Herleitung verwendeten Annahmen? sind sie all-
gemeingultig und bertcksichtigen auch physikalische und chemische
Prozesse, die fur die Untersuchung von Rauch- und Warmeausbrei-
tungsvorgangen in Gebauden weniger von Interesse sind.

Aufgrund der begrenzt verfugbaren Rechenkapazitaten ist es win-
schenswert, die Rechenleistung auf die als wichtig eingeschatzten Pro-
zesse zu fokussieren. Alle anderen Prozesse konnen dann mit gerin-
gerem Rechenaufwand bertcksichtigt oder ganz vernachlassigt wer-
den. Derartige Uberlegungen sind nicht brandschutzspezifisch, son-
dern werden im Bereich des wissenschaftlichen Rechnens (Scientific
Computing) seit vielen Jahrzehnten in zahlreichen Forschungsgebieten
vorangetrieben, z.B. [4, 6, 31, 32].

Um die fUr ein grundlegendes Verstandnis der Modellierung auftriebs-
getriebener, thermisch expandierender Strdmungen notwendigen Zu-
sammenhange darzustellen, genugt die Betrachtung einer reibungs-
freien Strémung (Eulergleichungen), d.h. alle Quellterme der rechten
Seite von (1) werden zu Null angenommen. Gleichwohl gelten die er-
lauterten Zusammenhange ganz allgemein.

2.2 Analyse der Erhaltungsgleichungen

Die Analyse erfolgt mit dem Ziel, die verfligbare Rechenkapazitat auf
die interessierenden stromungsmechanischen Phanomene zu fokus-
sieren. Die betrachteten Eulergleichungen werden normiert und dimen-
sionslos gemacht. Dies geschieht, indem jede dimensionsbehaftete
GroéBe ¢* durch das Produkt der dimensionslosen Gréf3e ¢ mit ihrem
Referenzwert ¢,. s ersetzt wird

q)* = q)'q)ref- (3)

Als ReferenzgroBen werden p,.r, veer, prer, die Referenzlange I,.¢
SOWiE €pf = g—; tref = b/ und die Schallgeschwindigkeit Cref = i /’;:—;{'

Vref
verwendet.

Bei geeigneter Umformung ergeben sich aus den Referenzgréf3en
dimensionslose Kennzahlen, die als systemeigene Maf3stabe eine an-
schauliche Interpretationsmdglichkeit des Systemverhaltens liefern. Im
vorliegenden Beispiel ist dies die Mach-Zahl

20bliche Annahmen bei der Herleitung sind u.a. Kontinuumsannahme, ideales Gasverhalten, New-
ton’sches Fluidverhalten, konstante Warmekapazitéten . ..

262



Vref »  Pref ~ Stromungsgeschwindigkeit
M = — = Vref - S . . . . (4)
Cref Pref challgeschwindigkeit
Sie kennzeichnet den Einfluss der Kompressibilitat. Charakteristische
Grenzwerte sind M = 0 flr eine inkompressible Strémung, sowie M = 1

fiir eine voll-kompressible Strémung®. Nach der Entdimensionierung
lauten die Eulergleichungen flr ein beliebiges Kontrollvolumen vV

Massenbilanz
d
E/pdV + j{pv-ﬁdA =0
1% A
Impulsbilanz

d S Y o P - (5)
E/pvdV —I—f(pvov)-ndA—l—%WndA:O
v A

S

Energiebilanz

d
E/pedV +y{[pe—|—p] F.AdA =0,
\% A

sowie die Definition der Energiedichte

p M _
pe—y_l—i- S PV-V. (6)

Bei einem Vergleich der entdimensionierten (5) mit den noch dimen-
sionsbehafteten Eulergleichungen (1) fallt auf, dass sowohl der Druck-
term in der Impulsbilanz, als auch der kinetische Anteil in der Definition
der Energiedichte einen Vorfaktor in Form der Mach-Zahl M2 bzw. M?
erhalten hat. Durch die Normierung und Entdimensionierung ist als sy-
stemeigener Maf3stabsfaktor die Mach-Zahl M hervorgetreten, die die
normierten Terme gegeneinander ins Verhaltnis setzt.

FUr kleiner werdende Mach-Zahlen wird der Druck offenbar zuneh-
mend unabhangig von der kinetischen Energie der Strémung und der
Druckterm in der Impulsbilanz fir den Grenzfall M — 0 singulér. Dies
hat erhebliche Auswirkungen auf die mathematische Struktur und das
Lésungsverhalten dieses Gleichungssystems*.

3Eine umfangreichere Beschreibung der Vorteile und Methodik der Dimensionsanalyse findet sich in
Standardlehrbiichern oder auch in [18, 27].

4Flr M = 1 besitzt das Gleichungssystem einen hyperbolischen, fiir den hier zu untersuchenden
Grenziibergang M = 0 jedoch einen gemischt hyperbolisch-elliptischen Charakter. Dies erfordert
andere mathematische Ldsungsstrategien. Informationen hierzu finden sich bspw. in [19, 34, 35].
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Eine Abschatzung der Referenzgré3en typischer im Brandfall auf-
tretender Stromungen durch v,.r = 1m/s, c..r = 330m/s liefert Mach-
Zahlen in der GréBenordnung von M ~ 0.003°. Somit liegt zumindest
ein wesentlicher Teil der betrachteten Strébmungen im Grenzbereich
verschwindender Mach-Zahl.

Offensichtlich verursacht die Berlcksichtigung der im Vergleich zur
Advektion um ein Vielfaches schnelleren Schallwellen erhebliche Re-
striktionen. An der Betrachtung von Schallwellen besteht bei der Un-
tersuchung von Rauchgasstromungen in der Regel jedoch gar kein
Interesse. Es zeigt sich auch, dass sie fur die Strémungsentwicklung
unerheblich sind. Vielmehr steht die Betrachtung der advektiven Stro-
mungsgeschwindigkeit v im Vordergrund. Diese Problemstellung tan-
giert viele praktische Anwendungen, weshalb es zahlreiche Forschungs-
bestrebungen gibt, mdglichst effiziente Verfahrensansatze fir Stromun-
gen kleiner Mach-Zahl zu entwickeln [3, 12, 21, 25].

Das Systemverhalten thermisch-getriebener Auftriebsstromungen in
Abhangigkeit eines Energiequellterms wurde 1978 durch Rehm und
Baum [22] untersucht. Wenig spater erfolgte durch Klainerman et al.
[9] und Schochet [28] eine mathematische Untersuchung der Euler-
Gleichungen fir den Grenzfall M — 0. Die Arbeiten kommen Uberein-
stimmend zu dem Ergebnis, dass der Druck p in einen thermodynami-
schen Umgebungsdruck pg, sowie einen hydrodynamischen Druck p»
aufgespalten werden muss, die getrennt zu behandeln sind.

Klein et al. [10, 12] zeigte mit Hilfe einer asymptotischen Mehrskalen-
analyse, dass bei hinreichend grof3en Strémungsgebieten zusatzlich
noch ein akustischer Druck p; auftritt und drei statt zwei charakteristi-
sche Strémungsregime anhand der Mach-Zahl zu unterscheiden sind.
Dies sind fur

M=1 . das kompressible Regime mit dem Gesamtdruck p,

0 < M < 1: das schwachkompressible ,Low-Mach“-Regime mit der Zer
legung p = po+Mp1+M?ps,

M+— 0 : das inkompressible ,Zero-Mach“-Regime mit dem Zerle-
gungsansatz p = po+M?p;.

Die Analyse von Klein wurde von Meister [17] mathematisch Uberpruft
und bildet die Grundlage der weiteren Erlauterungen.

Sy, reprasentiert das gesamte Stromungsgebiet. Dies schlieBt nicht aus, dass lokal deutlich gréBere
oder kleinere Geschwindigkeiten auftreten.

264



2.2.1 Ergebnis der asymptotischen Analyse fir M — 0

Die asymptotische Analyse zielt auf eine Umgehung der Restriktionen,
die durch eine explizite Darstellung der Schallwellen entstehen wir-
den. Sie ergibt, dass der Druck p in einen thermodynamischen Umge-
bungsdruck pg, sowie einen hydrodynamischen Druck p, aufgespalten
werden kann, die unterschiedlich auf das Gleichungssystem wirken

p = po+Mp,. (7)

Ferner liefert die Asymptotik eine Bedingung fir den Druck pg

j{po ndA =0. (8)
A

Sie verlangt, dass im ,,Zero-Mach“-Regime der thermodynamische Druck
ortsunabhangig ist.

Wird die Druckzerlegung (7) in die dimensionslosen Eulergleichun-
gen (5) eingesetzt, ergibt sich fir den Grenzibergang M = 0 ein flr
dieses Strdmungsregime angepasstes Gleichungssystem

d
E/pdv +%p\7-fidA =0
Vv A
d . I, . S
E/pvdv —|—f(pvov)-ndA —|—j{p2ndA =0 (9)
v A A
=0.

%/pedV +74[pe+po] V-iidA
Vv A
Wahrend die Massenbilanz im Vergleich mit (5) unverandert bleibt, an-

dern sich sowohl Impuls- und Energiebilanz, als auch die Definition der
Energiedichte

pe =10 (10)

Das Gleichungssystem (9),(10) reprasentiert nunmehr die allgemei-
nen Erhaltungsgleichungen fir Stromungen im Grenzfall M — 0. Der
Einfluss der Schallwellen ist herausgefiltert. In der Impulsbilanz wirkt
nur noch der hydrodynamische Druck p,. Dieser besitzt jedoch keinen
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Einfluss auf die Energiedichte, die nur noch durch den thermodynami-
schen Druck pg beeinflusst wird. Damit sind Impuls- und Energiebilanz
entkoppelt.

2.2.2 Schlussfolgerungen und Konsequenzen

Ganz offensichtlich verandert sich das Gleichungssystem flr die Be-
trachtung von Strémungen im ,,Zero-Mach®-Regime. Welche Schlussfol-
gerungen und Konsequenzen ergeben sich nun aus den Ergebnissen
der asymptotischen Analyse? Was bedeutet dies im Zusammenhang
mit der Simulation der Rauch- und Warmeausbreitung in Gebauden?

Interpretation der Druckzerlegung

Die asymptotische Analyse zeigt, dass sich der Druck p im ,,Zero-Mach*-
Regime in zwei Bestandteile mit unterschiedlicher physikalischer Be-
deutung aufspaltet, die auf unterschiedlichen Raumskalen wirken

p(R,1) = polt) + M*py(%,1). (11)

Hierbei hat die Mach-Zahl M die Funktion des Mal3stabsfaktors.

A p,

| pPo
- /) >
\0: 1X
3 lref ‘

Lreg
M?

Abbildung 2: Druckskalen des ,Zero-Mach“-Regimes

po: Aufgrund von (8) ist der Druck po nur eine Funktion der Zeit t.
Schwankungen dieses Drucks sind nur oberhalb der thermodyna-
mischen Skala lrefM—2 feststellbar (vergl. Abb. 2 ). Fir das schon
zitierte Beispiel mit M2 ~ 0.003 bedeutet dies, dass fur /.y =0.1m
der Druck p, Druckschwankungen im Zentimeterbereich auflost.
Hingegen kann der Druck py Druckschwankungen erst im Bereich
von mehreren Kilometern berlcksichtigen.
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Bezogen auf die Referenzlange /. s, respektive die betrachteten
Gebaudeabmessungen, reprasentiert po den ortsunabhangigen at-
mospharischen Umgebungsdruck. Fur die betrachteten Gebaude-
strdmungen bedeutet dies, dass dieser Druck konstant ist. Es sei
denn, das zu untersuchende Strémungsgebiet befindet sich in ei-
nem gegenuber der Umgebung abgedichteten Raum (vergl. auch
Erlauterungen zu (13) ).

p2- Der hydrodynamische Druck p, variiert auf der Referenzlange /..
Dies ist die kleinste Skala, auf der Entropie- bzw. Temperaturfluk-
tuationen und Wirbelstrukturen aufgeldst werden kénnen.

Mathematisch kommt ihm die Bedeutung zu, die Einhaltung der
aus der Energiebilanz hergeleiteten Divergenzbedingung (13) in
der Impulsbilanz zu gewahrleisten. Physikalisch reprasentiert p;
die Druckschwankungen, die bspw. durch Verengungen des Stro-
mungsquerschnittes bei der Durchstromung von Tlren, Fenstern,
0.4. entstehen.

Divergenzbedingung flir das Geschwindigkeitsfeld

Wird in der Energiebilanz (9) die Energiedichte durch (10) ersetzt, ent-
steht eine Gleichung flr den Druck py. In diesem Zusammenhang soll
auch der bisher zu Null gesetzte Energiequellterm der Energiebilanz
durch eine Volumenwérmequelle Q ersetzt werden®

d [ po Ypo - -

7 Y—ldv+%v—lv ndA—/QdV. (12)
\% A \%

Aufgrund der Druckbedingung (8) ist der Druck py rdumlich konstant.
FUr konstante Isentropenexponenten vy liefert obige Gleichung eine Di-
vergenzbedingung fiir das Geschwindigkeitsfeld”, die durch den ther-
modynamischen Druck pgy, sowie die Volumenwarmequelle bestimmt
wird

oL v—1 V| dpo .
V-ndA = —— dv — ———— mit y= const.. 13
7{ Y Po J ¢ Y po dt Y (13)

Die Auswertung von (13) liefert einige sehr interessante Informatio-
nen zum Verstandnis der Vorgange im ,Zero-Mach“-Regime. Die Inte-
gration Uber alle Geschwindigkeiten normal zur Volumenoberflache A

8F{r Detailinformationen im Zusammenhang mit der Modellierung von Verbrennungsreaktionen fiir
M < 1 wird auf [11, 14, 24] verwiesen.
’Eine nahere Erklarung dieses Begriffes findet sich im Anhang 5.1.
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steht offenbar in direkter Abhangigkeit zur zugefihrten Warmeenergie
bzw. einer Druckanderung von pq. Dies soll an folgenden Beispielen
erlautert werden:

» Gegentber der Umgebung abgedichteter Raum
Kann Gber die Gebietsberandung kein Strémungsaustausch statt-
finden, ist die linke Seite von (13) Null. Dann wird die zugefthrte
Warmeenergie direkt in einen Druckanstieg des thermodynami-
schen Druckes py umgesetzt

V| dpo Y—l/ .
= odv mit y= const..
Ypo dt Y po ) ¥

» Strdbmung ohne Warmezufuhr und pg = const.
In diesem Fall wird die Divergenzbedingung direkt Gber die zeitli-
che Anderung des Druckes p beeinflusst. Ist der Druck py zeitlich
konstant, gilt fir die Divergenz des Geschwindigkeitsfeldes

%V-ﬁdAzO.

A

» Strdmung mit Warmezufuhr und pg = const.
Nunmehr bestimmt sich die Divergenzbedingung des Geschwin-
digkeitsfeldes allein aus der zugefihrten Warmeenergie

—1 )
jév-ﬁdA = Y—/de mit y= const..
s Y Po J

(13) qilt sowohl fur lokale Kontrollvolumen, als auch fir das gesam-
te Strémungsgebiet. Damit definiert (13) Vorgaben, die bei der Fest-
legung von Anfangs- und Randbedingungen durch den Anwender zu
beachten sind.

AbschlieBend noch einmal der Hinweis, dass bei der Formulierung
der Erhaltungsgleichungen fur Masse, Impuls und Energie die Diver-
genzbedingung fir das Geschwindigkeitsfeld inkompressibler Strémun-
gen variabler Dichte aus der Energiebilanz resultiert. Die in der Litera-
tur haufig angefuhrte Divergenzbedingung aus der Massenbilanz tritt
hier noch gar nicht auf. Sie entsteht erst flr inkompressible Stromun-
gen konstanter Dichte. Gerade die Dichteunterschiede sind jedoch fur
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die auftriebsbehafteten Stromungen ursachlich. Die Anwendung eines
fir inkompressible Stromungen konstanter Dichte konstruierten Verfah-
rens auf Strémungen variabler Dichte ist daher stets mit weitergehen-
den Annahmen verbunden. Die Zulassigkeit dieser Annahmen ist flr
den konkreten Anwendungsfall vom Anwender zu Uberprufen.

Anforderung an Verfahrenskonstruktionen

Die besondere Erkenntnis dieser Druckaufspaltung ist die Tatsache,
dass beide Drlicke die Lésung des Gleichungssystems gleichermas-
sen stark beeinflussen. Der raumlich homogene Druck py bestimmt
die Divergenzbedingung (13) aber nicht die Impulsbilanz, wahrend der
energetisch zu vernachlassigende hydrodynamische Druck M?p, der
einzige in der Impulsbilanz auftretende Druck ist. Mit (9) steht damit
ein Modellansatz zur Verflgung, der wie gewtnscht die zur Verfigung
stehende Rechenkapazitat nicht fur die detaillierte Berechnung von
Schallwellen verwendet, sondern auf die Beschreibung des advektiven
Transports von Rauch, Warme und Impuls fokussiert.

Lésungsverfahren, die das Gleichungssystem (1) numerisch l6sen
ohne diese Besonderheiten zu beachten, missen zwangslaufig schei-
tern, wenn sie in den Bereich M < 1 kommen [11].

2.3 Beispiel: Fire Dynamic Simulator

Auf Grundlage der Informationen zum Programmpaket FDS [15] wer-
den die Auswirkungen der bei der Modellbildung aufgestellten Anforde-
rungen erlautert.

Das FDS-Modell basiert auf den dimensionsbehafteten Erhaltungs-
gleichungen in nicht-konservativer Formulierung. Hierbei ist p die Dich-
te, v der Geschwindigkeitsvektor, 4 die Enthalpie und p der Druck. Mit
Ausnahme der Gravitation werden in diesem Artikel alle weiteren im
FDS-Modell beriicksichtigten physikalischen Einflisse (z.B. Reibung,
Strahlung, ...) in Quelltermen § zusammengefasst. Die Darstellung
erfolgt in differentieller Form ohne die Speziesbilanz.

op _

g +V . (pv) =0
a—)
p (a—f +(7 V)) + Vp =pg+ S (14)
oph -
? +V . (phv) = Spe
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Auf der Grundlage in der von Rehm und Baum in [22] ver(ffent-
lichten Asymptotik fir Strémungen kleiner Mach-Zahlen wird dieses
Gleichungssystem mit dem Druck-Zerlegungsansatz (15) derart mo-
difiziert, dass die akustische Signalausbreitung herausgefiltert wird

P = Po+ P — PogZ. (15)

Hierzu wird der Gesamtdruck p in einen thermodynamischen Druck
po, einen Stérdruck p, sowie einen hydrostatischen Druckanteil pe.gz
mit der Gravitationskonstante ¢ und geeignet gewahlter Umgebungs-
dichte p.. unterteilt. Der Druck pg ist im Strdmungsgebiet raumlich kon-
stant. Die hieraus folgende Bedingung flr p. = const. beschrankt das
Strdomungsgebiet auf den erdnahen Bereich bis ca. 1 km Hbhe.

Ein Vergleich mit der dimensionslosen Druckzerlegung (7) zeigt, dass
der Druck M?p, die Wirkung von p — p..gz zusammenfasst.

Durch die Einfihrung des Ansatzes (15) reduziert sich das Glei-
chungssystem (14) um die Energiegleichung, die fortan als Divergenz-
bedingung fir das Geschwindigkeitsfeld in den Quelltermen auftritt und
nicht mehr explizit gelost wird. Wie in Abschnitt 2.2.2 erlautert, wir-
ken sich lokale Druckstérungen nun nicht mehr im raumlich konstan-
ten thermodynamischen Druck pg aus, sondern beeinflussen Gber den
Stérdruck p die Strémungsgeschwindigkeit. Damit bekommt der Stor-
druck p die Aufgabe, die Einhaltung der Divergenzbedingung (13) zu
gewahrleisten. Das p-Feld ist somit vom zu korrigierenden Geschwin-
digkeitsfeld abhangig und muss fir jeden Zeitschritt neu berechnet
werden. Dies geschieht im FDS-Modell durch Lésung einer Poisson-
gleichung, die aus einer vereinfachten Impulsbilanz hergeleitet wird.

Vereinfachung der Impulsgleichung

Wird der Gradient des Druck-Zerlegungsansatzes (15) in die Impuls-
bilanz von (14) eingesetzt

entfallt der raumlich konstante po-Term, so dass der Druckgradient nur
noch durch den Gradienten des Stdrdruckes p, sowie den hydrostati-
schen Anteil p..g mit g = [0,0, —g]” beeinflusst wird. Mit Hilfe der Vektor-
|dentitat

L oo ki

(V'V)V: VT—VX(D, (17)

sowie einiger Umstellungen ergibt sich aus der Impulsgleichung (14)
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die Schreibweise

Vi v VP L (P pe) . | Spv
a2 Vet et
Die Divergenz von (18) liefert eine Poissongleichung mit variablen Ko-
effizienten

7] V.-y e — Doo Sov
v. (Y22 V) g (hue YU (P=Pe)y, ST g
p ot 2 p p

so dass der Stérdruck p mit Hilfe eines iterativen Lésungsverfahrens
berechnet werden kann.

Mit dem Ziel ein weniger rechenintensives, nicht-iteratives Verfahren
einzusetzen, haben die FDS-Autoren die Poissongleichung (19) umge-
stellt und weiter vereinfacht. Anstelle des Stérdruckes p wird der Quo-
tient aus totalem Druck und Dichte # = I +§ als unbekannte Varia-
ble berechnet. Hierzu wird der barokline Effekt derart separiert, dass
die Poissongleichung stets konstante Koeffizienten besitzt®. Im FDS-
Programm sind hierzu zwei verschiedene Ansatze realisiert. Ganz all-
gemein lautet die Divergenz von (19) dann

P2 A1\ aV-Y) =
V(V‘z—l—pm == F, (20)

H

wobei der Term F alle weiteren konvektiven und diffusiven Einfliisse
und Krafte der Impulsbilanz zusammenfasst.

Innerhalb des Verfahrens besitzt die GroBe V2 die Aufgabe, die
von einem Pradiktorschritt mehr oder weniger fehlerhaft abgeschatzten
GréBBen p, po,V,... in einem Korrektorschritt zu korrigieren. Der richti-
gen Lésung von (20) kommt damit eine zentrale Bedeutung zu.

(18)

Einfluss des Anwenders

Die Gleichung (20) wird innerhalb eines Zeitschrittes in zwei unter-
schiedlichen diskreten Formen gelost. Fur die folgende Diskussion ge-
nagt die Darstellung einer dieser Gleichungen

.\(ntle) AL
(VR (V) o1
At

8Hintergrund ist, dass das eingesetzte Lésungsverfahren auf Basis einer Fast-Fourier-Transformation
nur mit konstanten Koeffizienten arbeiten kann.

VA" = —
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Hierbei gibt der Index n den Zeitpunkt an, zu dem der jeweilige Aus-
druck gebildet werden soll. Wahrend der Term (V -%)("*1) die Diver-
genz des Geschwindigkeitsfeldes nach einem expliziten Eulerschritt
zu Beginn eines jeden Zeitschrittes berechnet, reprasentiert der Term
(V-v)" die Divergenz des Geschwindigkeitsfeldes zum Beginn jedes
neuen Zeitschrittes.

Wie in Abschnitt 2.2.2 bereits allgemein dargestellt, muss bei der
Festlegung der Ein- oder Ausstrémgeschwindigkeiten, der Warmezu-
fuhr und der zeitlichen Anderung von py die Divergenzbedingung (13)
eingehalten werden. (21) zeigt, dass eine Missachtung dieser Vorgabe
unmittelbaren Einfluss auf die numerische Berechnung hat®.

Die sich daraus ergebenden Konsequenzen sollen an konstruierten,
aber einfachen Beispielen erlautert werden.

a) Offenes Fenster in die Umgebung
Betrachtet wird ein Raum mit zwei definierten Offnungen. Die eine
Raumoffnung soll ein Entllftungssystem darstellen, das einen vom
Anwender festgelegten Volumenstrom besitzt. Die andere Offnung
ist ein gedffnetes Fenster in die Umgebung, flr das keine weiteren
Vorgaben gemacht werden (Setzung SURF_ID="OPEN’).

Der thermodynamische Druck pg ist rdumlich konstant und repra-
sentiert den auf der grof3en Raumskala (vergl. Abb. 2) wirkenden
Luftdruck. Dieser wird sich aufgrund der Vorgange im betrachteten
Zimmer zeitlich nicht andern. Die Divergenzbedingung wird Uber die
vom Verfahren zu berechnende Geschwindigkeit flr den Volumen-
strom durch das offene Fenster eingehalten.

b) Offenes Fenster unter Windeinfluss

Beispiel a wird dahingehend verandert, dass nun durch das Fenster
ein vom Anwender vorgegebener Volumenstrom in den Raum ein-
stromt (z.B. als Windlast). Um die Betrachtung einfach zu halten, sei
die Dichte konstant. Gibt es eine Differenz zwischen dem ein- und
austretenden Volumenstrom, kann das Verfahren die Divergenzbe-
dingung nur einhalten, indem sich der thermodynamische Druck py
andert.

In diesem Zusammenhang kann er nun nicht mehr als Luftdruck
der Umgebung betrachtet werden, weil der Raum nach auf3en stro-
mungstechnisch isoliert ist.

9Die gleiche Argumentation gilt auch fiir die hier nicht weiter angegebene zweite Poissongleichung.
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c)

Geschlossener Raum mit Tlrspalt

Wahrend der in Abschnitt 2.2.2 vorgestellte Fall eines vollstandig
abgedichteten Raumes in Gebauden eher selten auftreten wird, stellt
sich die Frage, wie ein Raum mit Ritzen und Offnungen diesbeziig-
lich zu bewerten ist. In [22] wurde hierflr das Musterbeispiel eines
Zimmers mit einer geschlossenen Zimmertlir gewahlt, in dem sich
eine Warmequelle befindet. Zwischen Ful3boden und Turunterkan-
te gibt es einen schmalen Tarspalt. Hinter der Tur befindet sich ein
Flur mit einem geo6ffneten Fenster.

Damit liegt der Turspalt innerhalb des Rechengebietes und stellt
eine direkte Verbindung des Zimmers mit dem im Flur gedffneten
Fenster zur Umgebung dar. Somit reprasentiert po den im gesamten
Stromungsgebiet rdumlich konstanten Luftdruck. Da dieser durch
die Warmezufuhr in das Teilstromungsgebiet des Zimmers nicht be-
einflusst wird, kann nach (13) die zugefuhrte Warmeenergie nur in
eine Geschwindigkeitsanderung umgewandelt werden, um die Di-
vergenzbedingung zu erfillen. Je nach zugeflhrter Warmeleistung
kébnnen die am Turspalt auftretenden Geschwindigkeiten schnell um
mehrere GrdBenordnungen ansteigen und damit die Grundannah-
me M — 0 bzw. v < ¢ verletzten. Das Programm rechnet dann au-
Berhalb der durch das Modell gesetzten Anwendungsgrenzen.

Geschlossener Raum mit Warmequelle

Der Raum sei nun vollstadndig geschlossen, d.h. Gber die Gebiets-
berandung soll kein Stromungsaustausch stattfinden. Im Raum be-
findet sich eine Warmequelle, die den Raum aufheizt. Die bei der
Warmezufuhr im Raum entstehenden Strémungsgeschwindigkeiten
bleiben gering und kénnen flr die weitere Betrachtung vernachlas-
sigt werden.

Damit die Divergenzbedingung (13) erfullt ist, muss nun der ther-
modynamische Druck po ansteigen. Dies geschieht solange, bis
der Gesamtdruck p nach (15) zu einem Bauteilversagen fuhrt (z.B.
Bruch der Fensterscheibe). Das Bauteil wird in diesem Fall durch
den thermodynamischen Druckanstieg zerstort, der Stérdruck bzw.
hydrodynamische Druck p ist aufgrund der geringen Strémungsge-
schwindigkeiten nicht daran beteiligt'©.

0In der Version FDS 4 steht dem Anwender der thermodynamische Druck py leider nicht als Ausga-

beoption zur Verfigung. Er wird jedoch in die .out Datei geschrieben. In der Version 5 soll nach
Auskunft von Kevin McGrattan auch der Druck py bereitgestellt werden.
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Sicherheitshalber bricht das FDS-Programm mit einem sogenannten
,error-flag® ab, wenn die Divergenzbedingung nicht eingehalten wer-
den kann. Dies schitzt den Anwender jedoch nicht davor die berech-
nete Lésung falsch zu interpretieren, wenn er die seiner Berechnung
zugrundeliegenden Modellannahmen nicht kennt.

Dies gilt neben der bereits diskutierten Divergenzbedingung insbe-
sondere flr die Interpretation der verschiedenen Dricke. Weder der
in der Programmbeschreibung [16] angeflhrte Stérdruck p, noch die
HilfsgréBe # beschreiben den tatsachlichen Gesamtdruck p nach (15).
Ebenso wenig lassen sich mit dem FDS-Programm Explosions- oder
Detontationsvorgange berechnen, da hierfir die Bericksichtigung der
Schallgeschwindigkeit notwendig ist. Diese ist jedoch aus den betrach-
teten Gleichungen herausgefiltert worden.

2.4 Beispiel: lterative Losungsverfahren

Bisher wurde die Einhaltung der Divergenzbedingung (8) nur anhand
der Verfahrenskonstruktion und der vom Anwender zu definierenden
Randbedingungen diskutiert. Dies war mdglich, da FDS ein spezielles
direktes Lésungsverfahren einsetzt. Zahlreiche weitere Brandsimula-
tionsprogramme setzen hingegen in der Regel iterative Losungsver-
fahren im Rahmen von SIMPLE-Typ-Verfahren oder Projektionsverfah-
ren zur Einhaltung der Divergenzbedingung ein. Kann der Anwender
— je nach Programmgestaltung — die Toleranzgrenzen flr diese iterati-
ven Léser vorgeben, beeinflusst er damit sowohl die Rechengeschwin-
digkeit des Programms, als auch die Glte des lterationsergebnisses.
Sind ihm hierbei die oben beschriebenen Zusammenhange nicht be-
wusst, kann es bei geschwindigkeitsoptimierter Gestaltung zu unphysi-
kalischen Losungen kommen. Mit der Verletzung der Divergenzbedin-
gung wird dem problemangepassten Gleichungssystem die Grundlage
entzogen.

Die vorgegebene Toleranzgrenze ist ein globaler Wert, d.h. dass im
Mittel Uber das gesamte Strdmungsgebiet der lterationsfehler die To-
leranzgrenze nicht Uberschreiten darf. Dies bedeutet, dass an loka-
len Stellen im Strémungsgebiet durchaus sehr groBe Fehler auftre-
ten kbnnen, wenn der Fehler im restlichen Strdmungsgebiet sehr klein
ist. Durch die Vorgabe grof3er Toleranzen kdnnen diese lokalen Fehler
GroéBenordnungen erreichen, die die berechnete Lésung unphysika-
lisch werden lassen.
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3 Grundlagen der Numerik

Wahrend im vorherigen Abschnitt der Einfluss von Annahmen bei der
Modellbildung thematisiert wird, beschaftigt sich dieser Abschnitt mit
einigen wesentlichen Grundlagen der Verfahrensbildung und Numerik.
Obwohl die bei der Diskretisierung des aufgestellten Modellproblems
getroffenen Entscheidungen fir den Anwender in der Regel unveran-
derlich sind, sollte auch der Anwender Gber die grundlegenden Zusam-
menhange der eingesetzten Verfahren informiert sein. Dieser Abschnitt
zeigt anhand einiger ausgewahlter Beispiele warum.

Wie bereits erwahnt, wird das zu I6sende mathematisch-physikali-
sche Modellproblem durch ein gekoppeltes nichtlineares Gleichungs-
system mit Rand- und Anfangsbedingungen reprasentiert. Eine analy-
tische Lésung' fir dieses Gleichungssystem ist derzeit unbekannt, so
dass nur mit Hilfe numerischer Verfahren eine Naherungslésung be-
rechnet werden kann.

Bereits 1902 postulierte Hadamard wesentliche Anforderungen an
ein derartiges Modellproblem (also Gleichungen, Anfangs- und Rand-
bedingungen), damit es Uberhaupt einen Losungsbeitrag liefern kann.
Hadamard forderte

1. den Nachweis, dass Uberhaupt eine Losung existiert. Fur die Na-
vier-Stokes-Gleichungen, u.a. eine Grundlage der Brandsimulati-
onsprogramme, ist dieser Nachweis flr Stromungen in drei Raum-
dimensionen bis heute nicht erbracht worden'?. Der Nachweis,
dass es keine Losung gibt, allerdings auch nicht. Die erfolgreiche
Anwendung von darauf beruhenden CFD-Programmen in zahlrei-
chen Anwendungsgebieten bestarkt bislang die Vermutung, dass
das Fehlen des Nachweises nur durch dessen mathematische
Komplexitat bedingt ist.

2. dass die Lésung eindeutig ist. Das heif3t, dass es fur ein Modell-
problem nur eine einzige Lésung geben kann und nicht mehrere
(bspw. liefert x> — 1 = 0 sowohl x; = 1 als auch x, = —1).

3. dass das eingesetzte numerische Losungsverfahren stabil ist. Das

"Unter dem Begriff analytische Lésung wird in der Numerik eine Lésung verstanden, die durch Ver-
wendung mathematischer Regeln in der Symbolsprache ermittelt werden kann. Bspw. wére x = +1
die analytische Lésung von x*> — 1 = 0.

12Das 3d-Problem gehért zu den 7 Millennium Problemen, fiir deren Lésung ein Preisgeld in Hohe von
je 1 Million Dollar vom Clay Mathematics Institute of Cambridge, Massachusetts (CMI) ausgesetzt
ist [1, 5].
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bedeutet, dass kleine Anderungen in den Eingangsdaten auch
nur kleine Anderungen in der Lésung verursachen. Dies ist gera-
de fur die Anwendung wichtig, da haufig fur den Rechenlauf not-
wendige Parameter nur grob abgeschatzt werden kdnnen. Ferner
erfordern die bei den Digitalrechnern auftretenden Rundungsfeh-
ler die Einhaltung dieser Forderung.

Erst wenn alle 3 Forderungen erfullt sind, ist das Modellproblem
korrekt gestellt. Werden diese Anforderungen nicht erflllt, reprasen-
tiert die berechnete ,L6sung”“ irgendeine Problemlésung, jedoch nicht
zwangslaufig die der betrachteten Aufgabenstellung. Die Akzeptanz
dieser mathematisch begrindbaren Anforderungen fallt haufig dann
besonders schwer, wenn eine derartige ,Lésung“ zuféllig den erwar-
teten Werten entspricht. Womdglich sogar besser mit experimentellen
Werten Ubereinstimmt, als die Ergebnisse eines numerischen Verfah-
rens, welches diese Anforderungen erfullt.

Es besteht das Risiko, dass das vermeintlich bessere Verfahren be-
reits bei geringfligigen Anderungen der Problemkonfiguration deutli-
chen Unsinn produziert, dies jedoch aufgrund fehlender Vergleichs-
daten nicht mehr festgestellt werden kann. Somit kann nur bei dem
Programm von einer allgemeinen Gultigkeit innerhalb der aufgestellten
mathematisch-physikalisch motivierten Annahmen ausgegangen wer-
den, bei dem auch die grundlegenden Anforderungen an numerische
Methoden erfillt sind.

Daraus folgt, dass sorgfaltige Modellierung, Diskretisierung und Pro-
grammierung allein nicht garantieren kénnen, dass die numerische Si-
mulation zu aussagefahigen Ergebnissen kommt. Vielmehr bendtigt
auch der Programmanwender grundlegende Kenntnisse tber die im-
plementierten Modelle und verwendeten numerischen Methoden. Dies
gilt um so mehr, wenn der Anwender die Méglichkeit hat, eigene Pro-
grammerweiterungen einzuflgen.

3.1 Der Diskretisierungsfehler

FOr die Darstellung der partiellen Differentialgleichungen auf einem
Computer missen diese in algebraische Gleichungen umgewandelt
werden. Hintergrund ist, dass die derzeitigen Computer keine kontinu-
ierlichen Daten sondern nur diskrete Zahlenwerte verarbeiten kOnnen.
Diese Einschrankung gilt nicht nur far Zahlenwerte, sondern auch far
die sie betreffenden Rechenoperationen.

276



Der Strémungsbereich (genauer das bo(x)
Integrationsgebiet) wird in ein Gitter-
netz aus diskreten Punkien unterteilt.
An diesen diskreten Punkten sind die
geometrischen Koordinaten und die be-

trachteten Grof3en definiert. Beispiel- Axy Axs
haft soll dies an der Umwandlung des - " X
Gradienten g—ﬂz erlautert werden, der gra- i—1 i i+1

phisch die Steigung des betrachteten

GroBenverlaufes von ¢ reprasentiert. Appildung 3:

Auf einem kartesischen Gitter mit der Diskretisierung eines Gra-
Gitterweite Ax wird die Approximation  gienten

des Gradienten % am Punkt i gesucht.

Im vorliegenden Beispiel geschieht dies durch die Verwendung von Dif-
ferenzenausdricken, die einen genutgend stetigen und differenzierba-
ren Verlauf der betrachteten GréBe voraussetzen. Aus einer Taylorrei-
henentwicklung fir ¢;.; um den Punkt i

90 20\ Ax? [0\ AX’
oo (3) o (5) 5 (59), 5 @
folgt durch Umstellen eine algebraische Bestimmungsgleichung far
den gesuchten Gradienten

aq> R el 9* ¢ Ax ¢ Aiz _ (23)
ax Ax o2 ; 21 ox3 ; 31 cee
Abbrucﬁfehler €

In (23) wird die Berechnung des Gradienten nach dem ersten Term
abgebrochen. Der nachstfolgende Term bestimmt dann maf3geblich die
Gro3e des Abbruchfehlers €, der den Einfluss der noch folgenden Ter-
me der Reihenentwicklung reprasentiert. Dies entspricht der Differenz
zwischen der Differentialform und der Differenzenapproximation

8=a—¢—% (24)

Konvergenz

Dies ist flr das Verstandnis numerischer Berechnungen von elemen-
tarer Bedeutung. Es bedeutet, dass fur kleiner werdende Ax auch der
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Abbruchfehler klein werden muss

, , 20\ Ax [0\ Ax?
Ai%“ii%((@)'E*(ﬁ)?*m)—0- (25)

Das heif3t, dass die numerisch approximierte Losung fur kleiner wer-
dende Ax in die exakten LOsung Ubergeht. Derartige LOsungen werden
als konvergent bezeichnet. Mit Hilfe von gezielten Konvergenzstudien'3
lassen sich in Programme implementierte Verfahren auf die Einhaltung
dieser Konvergenzeigenschaft Gberprifen.

Ordnung des Verfahrens

Aus (23) kann noch eine weitere wesentliche Eigenschaft dieser Dis-
kretisierung abgeleitet werden. Der Abbruchfehler enthalt die in der
Approximation des Gradienten nicht berlcksichtigten Produkte der ho-
heren Ableitungen der Taylorreihenentwicklung mit den Potenzen der
Gitterweite. Bei geeigneter Normierung (vergl. auch 2.2) besitzen die
betrachtete Gré3e ¢, sowie einige ihrer niedrigen Ableitungen die Gro-
Benordnung O(1). Fur die Gitterweite sollte dann Ax < 1 gelten, d.h.
dass die GrbéBenordnung des Abbruchfehlers € wesentlich durch die
kleinste auftretende Potenz der Gitterweite bestimmt wird

29\ Ax o\ Ax?
(ax2>'2! ~ (ax3>' 31 (26)
Die GréBenordnung des Abbruchfehlers wird auch als Ordnung des
Verfahrens bezeichnet und ist ein Qualitatsmerkmal. Neben der hier
angesprochenen Diskretisierung im Ort ist fir zeitabhangige Terme
auch eine Diskretisierung in der Zeit notwendig. Je héher die Ordnung
des Verfahrens, desto besser konnen Gradienten dargestellt werden.

Verfahren zur Strémungssimulation sind derzeit nach dem Stand der
Technik zweiter Ordnung in Raum und Zeit.

3.2 Abbruch- und Rundungsfehler

Die Zahlendarstellung eines Digitalrechners erfolgt im Allgemeinen in

der halblogarithmischen Form x = +Mantisse - 5EXPONeNt  \wanrend
der Exponent die Grd3e des Zahlenbereiches angibt, legt die Mantisse
die Genauigkeit fest'*.

SHierbei wird ein und dasselbe Problem auf zunehmend feineren Gittern gerechnet.
4Anderungen zur Laufzeit eines Programms sind nicht méglich, weil die Anzahl der Speicherstel-
len fur das Vorzeichen, die Mantisse und den Exponenten in dem verwendeten Gleitkommaformat
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Datentyp Bit | Mantisse Zahlenbereich

float 32| 7 Stellen | 3.4e —38 bis 3.4e+ 38
double 64 | 15 Stellen | 1.7¢—308 bis 1.7¢+ 308
long double | 80 | 19 Stellen | 3.4e — 4932 bis 3.4e-+4932

Tabelle 1: Beispiel fur Intel-Typ Maschine (limits.h, float.h).

Die Konsequenzen dieser beschrankten Zahlendarstellung zeigen
die folgenden vereinfachten Beispiele. Weiterfihrende Informationen
zu Gleitkommaberechnungen finden sich z.B. in [7], [13].

1. Fehlerbehaftete Eingangsdaten
Die Eingangsdaten x kdnnen haufig nur in Gré3enordnungen ab-
geschatzt werden, wobei deren Eingabefehler ox sei. Bei der dis-
kreten Abbildung dieser Daten kommt es durch die beschrankte
Zahlendarstellung ferner zu Rundungsfehlern x = rd(x+ dx).
Die Auswirkung des Fehlers
in den Eingangsdaten auf
das Ergebnis wird durch die
_______ Kondition angegeben (Details
urspriingliche - . siehe [13]). Sie misst die Ver-
Ungenauigkeit %, 3239 %nezlﬂﬁ;tesltﬂf) stéarkung der Ungenauigkeit

2.B. Eingabefehler des Eingangsfehlers durch

die mathematische Operation

Abbildung 4: f(%) anstelle von f(x) und ist

Auswirkung von Eingabefehlern von den eingegebenen Daten

nach [13] und der Aufgabenstellung f
abhangig.

Ist die Aufgabenstellung bereits schlecht konditioniert, ist eine
Fehlerverstarkung unvermeidbar, d.h. kleine Fehler in den Ein-
gangsdaten bewirken grof3e Fehler im Resultat, unabhangig vom
verwendeten numerischen Verfahren.

2. Stabilitat des Algorithmus
Bei jeder numerisch durchgefiihrten mathematischen Operation
wird das Ergebnis gerundet. So wird aus der Subtraktion x —y nu-

festgelegt sind. Rechnungen auf verschiedenen Maschinen fiihren deshalb nur dann zu bitweise
identischen Ergebnissen, wenn jede dieser Maschinen mit derselben Festlegung arbeitet. Aus die-
sem Grund wurden flr die Darstellung von Gleitkommazahlen Standards wie der IEEE 754 und
IEEE 854 eingeflhrt.
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merisch rd(rd(x+ dx) — rd(y+ dy)). Zu dem ggfs. verstarkten Ein-
gangsfehler kommt mit jeder numerischen Operation ein weiterer
Rundungsfehler hinzu.

ursprungliche Ungenauigkeit %,
z.Ef Einggabefehlgr J

Ungenauigkeit der numerischen
Realisierung von f

Abbildung 5: Rundungsfehler bei numerischen Operationen [13]

Verfahren, die nur zu einer leichten zusatzlichen Fehlerverstar-
kung fahren, werden stabil genannt. Dass auf die Fehlerverstar-
kung auch die Reihenfolge der Operationen Einfluss hat, zeigt
das folgende Beispiel

Das Assoziativgesetz fordert (a +b)+c=a+ (b+c¢). Sei ¢ die
kleinste darstellbare Zahl, fir die numerisch gilt (1 + €)m. # 1,
a=1undb=c= 5, dann folgt:

(@a+b)+c =(1+35)+5=1+F)um =1
a+(b+c) =1+G5+5) =04+ um #1.

3. Abbruchfehler
Erfolgt die numerische Lésung mit Hilfe von lterationsverfahren,
entsteht ein Abbruchfehler, weil die diskrete lteration nie bis zur
mathematischen Konvergenz durchgefihrt werden kann, sondern
durch den darstellbaren Zahlenbereich des verwendeten Digital-
rechners begrenzt wird.

Damit stehen zur Beurteilung eines numerischen Problems zwei Qua-
litatskriterien zur Verflgung. Wahrend die Stabilitdt eine Eigenschaft
des Algorithmus ist, gibt die Kondition die Fehlerverstarkung durch die
definierte Problemstellung wieder. Es liegt somit in der Verantwortung
des Anwenders mdglichst gut konditionierte Probleme zu definieren
und die hierflr geeigneten Algorithmen einzusetzen.
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3.3 Bedeutung fur den Anwender

Aus den vorgestellten numerischen Grundlagen lassen sich weitere
elementare Zusammenhange der vom Anwender festgelegten Gitter-
weite fUr derartige Verfahren ableiten:

Aussage Uber den Approximationsfehler

Mit der Wahl der Gitterweite bestimmt der Anwender die Gro3e des
Approximationsfehlers seiner Rechnung. Kann er die Gitterweite im be-
trachteten Strdmungsgebiet variieren, fihrt dies zu lokal unterschied-
lichen Approximationsfehlern im Rechengebiet. Treten zwischen zwei
Gitterzellen groBe Unterschiede in der Gitterweite auf, fihrt dies auch
zu einem entsprechenden Sprung im Approximationsfehler.

Losungseigenschaften

Mit dem Approximationsfehler sind auch die Lésungseigenschaften der
Differenzenapproximation verknipft. Werden Terme héherer Ordnung
nicht berlcksichtigt, hat dies unmittelbare Auswirkungen auf die Wie-
dergabe des modellierten physikalischen Prozesses. Trotz mdglicher
Unsicherheiten bei der Bestimmung der Anfangs- und Randwerte be-
einflusst die Berlcksichtigung der Terme héherer Ordnung die qualita-
tive Wiedergabe.

Dies lasst sich durch die Interpretation der verschiedenen Ableitun-
gen erlautern. Wahrend die erste Ableitung die Steigung einer Funktion
reprasentiert, bericksichtigt die zweite Ableitung das Krimmungsver-
halten der Funktion. Wird dieses Krimmungsverhalten — wie in (23)
— nicht berlcksichtigt, kdnnen bei gleicher Gitterweite mdglicherweise
wesentliche Stromungseigenschaften nicht dargestellt werden.

Auflosung von Stromungsstrukturen

Da auf dem diskreten Gitternetz die GréB3en nur auf den Knotenpunk-
ten definiert sind, kann der Verlauf der Gré3en zwischen diesen Kno-
tenpunkten wiederum nur approximiert werden. Bei der Festlegung der
Gitterweite muss der Anwender wissen, wie grof3 die Langenskalen
der kleinsten Strdmungsstrukturen sind, die auf dem betrachteten Git-
ter noch aufgelést werden sollen. Auf der derart ermittelten Skala mus-
sen mindestens so viele Stutzstellen (Gitterpunkte) eingesetzt werden,
dass der Kurvenverlauf ausreichend genau approximiert werden kann.
Davon ausgenommen sind dynamisch adaptive Verfahren, die wah-
rend der Rechnung anhand geeignet gewahlter Kriterien lokale Gitter-
verfeinerungen vornehmen.
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Je komplizierter der Verlauf der darzu-
stellenden Grof3en ist, desto mehr Stlitz-
stellen sind fur eine gute Wiedergabe not-
wendig. So sind fir die approximierte Dar-
stellung einer Sinusfunktion mindestens
etwa 5 Punkte pro Periode notwendig.
Enthalt der abzubildende Funktionsver-
lauf Spriinge oder starke Gradienten, wie
bspw. bei Druckst63en oder quer zu Flam-
menfronten, lassen sich diese Spriinge
in der Regel nicht mehr durch eine fei-
nere Aufldsung darstellen. Die hierzu er-
forderlichen Gitterweiten werden flr rea-
Abbildung 6 le Problem.e:schnlel die \{erngbaren Re-

chenkapazitaten tUbersteigen.

Ist eine ,Verschmierung® des Funkii-
onsverlaufes Uber einen solchen Sprung
nicht akzeptabel, weil bspw. wesentliche
physikalische Eigenschaften nicht mehr
richtig dargestellt werden kénnen, erfor-
dert dies spezielle numerische Techni-
ken'®.

Approximation einer Si-
nusfunktion

4 Zusammenfassung

Die allgemeinen dimensionsbehafteten konservativen Erhaltungsglei-
chungen fir Masse, Impuls und Energie werden flr eine einfachere
Diskussion der wesentlichen stromungsmechanischen Einflisse auf
die Eulergleichungen reduziert. Durch eine anschlieBende Entdimen-
sionierung und Normierung der Eulergleichungen lasst sich als dimen-
sionslose Kennzahl die Mach-Zahl bilden. Sie zeigt, dass die in den Bi-
lanzen auftretenden Terme einen unterschiedlichen Einfluss auf die L6-
sung ausUben. Ferner wird deutlich, dass die Struktur des Gleichungs-
system wesentlich durch die Schallgeschwindigkeit beeinflusst wird.
Dies konnte aus den dimensionsbehafteten Bilanzgleichungen nicht
abgeleitet werden.

Die Berlcksichtigung der Schallgeschwindigkeit ist flr die Beschrei-
bung der Rauch- und Warmeausbreitung in Gebauden von geringe-
ren Interesse, erfordert jedoch erhebliche Rechenkapazitaten. Mit den

15Ein Méglichkeit stellen die Level-Set Methoden dar. Sie werden von Sethian [29, 30] erlautert und
z.B. in [23, 26] fur Verbrennungsanwendungen erweitert.
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Ergebnissen einer asymptotischen Analyse werden Bilanzgleichungen
hergeleitet, die den Einfluss der Schallwellen herausfiltern. Die Ver-
wendung dieser Bilanzgleichungen erfordert jedoch die Einhaltung ei-
ner Divergenzbedingung. Am Beispiel des Programms Fire Dynamic
Simulator wird der Einfluss der Divergenzbedingung diskutiert.

Neben Kenntnissen Uber das im Programm eingesetzte Modell und
die damit verknUpften Annahmen, missen dem Anwender bei der Ver-
wendung numerischer Lésungsverfahren weitere Zusammenhange be-
kannt sein. Als wesentliche Grundlagen fir die Anwendung numeri-
scher Losungsverfahren werden die Begriffe Diskretisierungsfehler, Kon-
vergenz, Verfahrensordnung, sowie die Bedeutung von Abbruch- und
Rundungsfehlern erlautert. Anhand der vom Anwender festzulegenden
Gitterweite wird ihre Bedeutung fur die Glute der numerischen Lésung
thematisiert.
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5 Anhang

5.1 Divergenzbedingung

Das Geschwindigkeitsfeld ist ein Vektorfeld dessen Divergenz aussagt,
ob und wo das Vektorfeld Quellen (Divergenz gréB3er Null) oder Senken
(Divergenz kleiner Null) hat. Das Feld ist quellenfrei, wenn die Diver-
genz Null ist.

Die Divergenzbedingung (13) kann auch physikalisch interpretiert
werden. Hierzu wird die Definition des Gaul3schen Integralsatzes be-
notigt. Er besagt, dass der Durchfluss durch eine geschlossene Ober-
flache eines Volumens gleich dem Integral tber die Divergenz des Vek-
torfeldes im Inneren dieses Volumens ist. Das Integral Gber die Diver-
genz lasst sich dann als das Oberflachenintegral auffassen. Hierbei ist
i der Normalenvektor, der hier per Definition von der Oberflache weg
zeigt. Die Vorzeichen der einzelnen Geschwindigkeitsterme ergeben
sich dann aus Richtung des Normalenvektors 7 bezogen auf das ge-
wahlte Koordinatensystem. Fir ein rechteckiges Beispiel gilt dann:

Ay Vo
A T Ax

uy Uy

=Y

Abbildung 7: Graphische Darstellung der Divergenz

/V-VdV:j{V-ﬁdA% (ur —up) Ax+ (vo — Vi) A, (27)
Vv A

Bei einem divergenzfreien Geschwindigkeitsfeld missen sich die ge-
genuberliegenden Normalenvektoren gerade gegeneinander aufheben.

—

Dies ist der Fall, wenn gilt v =0 (trivial) oder bspw. u; = u, und v, = v,,.
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