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Kurzfassung

Im Zusammenhang mit der Deponierung von S
hadsto�en und der Trinkwassergewinnung

kommt der Simulation von Str

�

omungs { und Transportprozessen in gekl

�

ufteten Bodenzonen

eine gro�e Bedeutung zu. Die oft sehr unters
hiedli
hen hydraulis
hen Eigens
haften von

Kluftsystem und umgebender Gesteinsmatrix pr

�

agen das Str

�

omungs { und Transportverhal-

ten stark. Die daraus resultierende Heterogenit

�

at der physikalis
hen Prozesse ebenso wie die

Komplexit

�

at der zugrundeliegenden Geometrie stellt hohe Anforderungen an die numeris
he

Modellierung.

In der vorliegenden Arbeit werden Modellans

�

atze verwendet, die Kl

�

ufte und Matrix diskret

bes
hreiben. Um die Na
hteile der bisher verwendeten Kopplung von Elementen unters
hied-

li
her Dimension (keine Flu�erhaltung am Kluft { Matrix {

�

Ubergang) zu vermeiden, werden

Kluft und Matrix mit Elementen glei
her Dimension vernetzt, wobei in den Kl

�

uften dege-

nerierte Elemente zugelassen werden. Alle weiteren Bausteine des L

�

osungsprozesses m

�

ussen

daher robust gegen

�

uber vers
hwindender Kluftweite (reduziertes Problem) sein. Die Diskre-

tisierung der Str

�

omungsglei
hung wird mit einem Standard { Galerkin { Finite { Elemente {

Verfahren dur
hgef

�

uhrt, f

�

ur die Transportglei
hung wird ein modi�ziertes Boxverfahren ein-

gesetzt. Zur L

�

osung der Str

�

omungsglei
hung wird ein neuartiges Mehrgitterverfahren verwen-

det, das eine hierar
his
he Zerlegung des L

�

osungsraums in einen Kluft { und einen Matrix-

raum beinhaltet. Dies erm

�

ogli
ht zu einem sp

�

ateren Zeitpunkt die Anwendung unters
hiedli-


her, an den jeweils dominanten physikalis
hen Proze� angepa�ter Diskretisierungsverfahren

in Kluft und Matrix.

1 Einleitung

Die

�

Uberwa
hung von Kluftaquiferen, die als Trinkwasserreservoir genutzt werden, die Pla-

nung und Dimensionierung von Sanierungs{ oder Si
herungsma�nahmen f

�

ur Altlasten oder

au
h die si
herheitste
hnis
he Beurteilung von Deponiestandorten im gegebenenfalls kl

�

ufti-

gen Festgestein erfordern die Kenntnis der Str

�

omungs{ und Transportprozesse im fragli
hen

Gebiet. Dabei beein
u�t die starke Heterogenit

�

at des gekl

�

ufteten Untergrunds das Proze�ver-

halten in hohem Ma�e. Unter ges

�

attigten Bedingungen zei
hnen si
h Kl

�

ufte oder Kluftzonen

im allgemeinen dur
h eine verh

�

altnism

�

a�ig gro�e Dur
hl

�

assigkeit und geringe Spei
herkapa-

zit

�

at aus. So k

�

onnen sie bevorzugte Flie�wege darstellen, die ein s
hnelles Vordringen von

gel

�

osten S
hadsto�en erm

�

ogli
hen. Im Gegensatz dazu weist die umgebende Gesteinsma-

trix eine oft sehr niedrige Permeabilit

�

at und eine hohe Spei
herkapazit

�

at auf. Eindringender



S
hadsto� kann so eine Langzeitkontamination verursa
hen, indem er si
h sehr langsam wei-

ter dur
h die Matrix bewegt oder aber wieder in die Kluft abgegeben wird. Die Transport-

prozesse spielen si
h demna
h auf sehr unters
hiedli
hen r

�

aumli
hen und zeitli
hen Skalen

ab.

Vor diesem Hintergrund hat si
h die numeris
he Modellierung von Str

�

omungs{ und Trans-

portprozessen in den letzten Jahren zu einem wi
htigen Instrument bei der L

�

osung der an-

fangs genannten Aufgabenstellungen entwi
kelt. Es existieren vers
hiedene Modellans

�

atze,

die si
h im Wesentli
hen in die beiden Gruppen der

�

aquivalenten Ans

�

atze und der diskre-

ten Ans

�

atze einteilen lassen.

�

Aquivalente Modellans

�

atze basieren auf der Annahme, da�

das inhomogene, gekl

�

uftete Untersu
hungsgebiet dur
h eine physikalis
h begr

�

undete

�

Ande-

rung des Beoba
htungsma�stabs st

�

u
kweise homogenisierbar ist. Im Rahmen der Theorie

por

�

oser Medien erfolgt dur
h Mittelwertbildung eine

�

Ubertragung mikroskopis
her Gr

�

o�en

auf makroskopis
hes Niveau (Narasimhan & Pruess[17℄, Lang[15℄, Birkh

�

olzer[5℄). In

der vorliegenden Arbeit soll jedo
h davon ausgegangen werden, da� die Vorg

�

ange im Unter-

su
hungsgebiet von der Kl

�

uftung beherrs
ht werden und eine explizite Behandlung der Dis-

kontinuit

�

aten erforderli
h ist. Es wird daher ein diskreter Modellansatz verwendet. Diskrete

Modellans

�

atze umfassen Einzelkluftmodelle, Kluftnetzwerkmodelle und kombinierte Modelle

(Tsang et al.[22℄, Wollrath[23℄, Kr

�

ohn[14℄). Einzelkluftmodelle und Kluftnetzwerk-

modelle betra
hten die Gesteinsmatrix als undur
hl

�

assig. Experimentelle und numeris
he

Ergebnisse zeigen jedo
h, da� der Transport dur
h die Gesteinsmatrix und die Interaktion

zwis
hen Kluft und Matrix im allgemeinen ni
ht zu verna
hl

�

assigen ist (vgl. z.B. Himmels-

ba
h[12℄, Ma loszewski & Zuber[16℄, Neunh

�

auserer[18℄).

Die im folgenden vorgestellte Arbeit ist den kombinierten Modellen zuzuordnen, die sowohl

die Kl

�

ufte als au
h die umgebenden Gesteinsmatrix diskret bes
hreiben. Die Gesteinsma-

trix kann dabei ein

�

aquivalentes Kontinuum eines Kluftsystems kleineren Ma�stabs sein.

Kluft und Matrix werden dabei

�

ubli
herweise dur
h Elemente unters
hiedli
her Dimension

modelliert (Helmig[10℄, Barlag[3℄). Die Kopplung von Kluft und Matrix erfolgt dur
h

Addition der geeignet gewi
hteten lokalen Elementstei�gkeitsmatrizen. Dadur
h ist aller-

dings die lokale Flu�erhaltung am Kluft { Matrix {

�

Ubergang ni
ht gew

�

ahrleistet und der

zugrundeliegende physikalis
he Proze� gegebenenfalls ni
ht ri
htig erfa�t. Weiterhin kann

die in der starken Heterogenit

�

at des gekl

�

uftet oder gekl

�

uftet { por

�

osen Gesteins begr

�

undete

Variabilit

�

at der Str

�

omungs{ und Transportprozesse zu S
hwierigkeiten bei der numeris
hen

Simulation insbesondere des Transportverhaltens f

�

uhren. Die Transportbere
hnung ist zum

einen in hohem Ma�e abh

�

angig von dem zugrundeliegenden Str

�

omungsfeld. Die Ermittlung

der Ges
hwindigkeitsverteilung mu� daher mit gro�er Sorgfalt erfolgen. Kritis
he Berei
he

sind vor allem Inhomogenit

�

aten wie We
hsel der Materialeigens
haften (Kl

�

ufte) oder Quellen

und Senken, wo Betrag und Ri
htung der Ges
hwindigkeit auf kleiner Fl

�

a
he stark variieren

k

�

onnen. Zum anderen we
hselt im

�

Ubergangsberei
h von Kluft und Matrix der Charakter

der Transportglei
hung zwis
hen Di�usion und Advektion bzw. im mathematis
hen Sinne

zwis
hen parabolis
h und hyperbolis
h. Das zur numeris
hen L

�

osung eingesetzte Verfahren

mu� diesen We
hsel erfassen und verarbeiten k

�

onnen, um Probleme wie numeris
he Disper-

sion und numeris
he Oszillation zu minimieren bzw. zu vermeiden. Hinzu kommen s
harfe

Konzentrationsfronten im ho
hadvektiven Kluftberei
h und, wenn au
h in etwas abgemil-

derter Form, zwis
hen Kluft und Matrix, die das verwendete Diskretisierungsverfahren stabil

und m

�

ogli
hst genau erhalten soll.

F

�

ur ein eÆzientes, robustes und zuverl

�

assiges L

�

osungsverfahren zur Bere
hnung von Str

�

o-

mungs{ und Transportprozessen in gekl

�

uftet { por

�

osen Medien werden daher vers
hieden

Verfahren und Te
hniken miteinander kombiniert und weiterentwi
kelt. Um die lokale Flu�-

erhaltung am Kluft { Matrix {

�

Ubergang zu gew

�

ahrleisten, sollen Kluft und Matrix mit

Elementen der glei
hen Dimension vernetzt werden, wobei in den Kl

�

uften degenerierte Ele-



mente zugelassen werden. F

�

ur die Str

�

omung wird ein Standard { Galerkin Finite { Elemente {

Verfahren eingesetzt. Die Transportglei
hung wird mit einem lokal konservativen Boxverfah-

ren diskretisiert, wobei dur
h ein Upwinding entlang der Stromlinien eine Verringerung der

Querdi�usion errei
ht wird. Die L

�

osung des Modellproblems wird zun

�

a
hst f

�

ur die Str

�

omung

mit einem eÆzienten Mehrgitterverfahren dur
hgef

�

uhrt, das eine hierar
his
he Zerlegung

des L

�

osungsraums in einen Kluft{ und einen Matrixraum beinhaltet. Die Entkopplung von

Kluft{ und Matrixproblem bietet einige Vorteile f

�

ur die Diskretisierung. So kann z.B. das

bei einer gekoppelten L

�

osung auftretende Problem, da� die Basisfunktionen am Kluftrand

zur Matrix hin unverh

�

altnism

�

a�ig steil werden, abges
hw

�

a
ht und auf das Matrix { Problem

bes
hr

�

ankt werden. Im Matrixraum kann dieses gezielt angegangen und mit problemangepa�-

ten Gl

�

attungss
hritten beseitigt werden. Weiterhin soll das vorgestellte Mehrgitterverfahren

in Verbindung mit den Elementen glei
her Dimension f

�

ur Kluft und Matrix auf die Diskre-

tisierung der Transportglei
hung

�

ubertragen werden, um die Vorteile der Entkopplung von

Kluft{ und Matrixraum au
h hier nutzen zu k

�

onnen. Denkbar ist z.B. die Verwendung unter-

s
hiedli
her Diskretisierungsverfahren, die den jeweilig dominanten physikalis
hen Prozessen

angemessen sind. Die r

�

aumli
he Diskretisierung der Modellgebiete wird mit dem Netzgene-

rator ART (Fu
hs[9℄) dur
hgef

�

uhrt. In einem na
hges
halteten S
hritt werden die Kl

�

ufte

mit 2D { Elementen vernetzt. Die eingesetzten numeris
hen Verfahren sind auf der Basis der

Software { Toolbox UG (Bastian et al.[4℄) implementiert.

2 Mathematis
he Modellierung

Str

�

omungsglei
hung Betra
htet wird eine Str

�

omung unter ges

�

attigten Bedingungen in

einem gespannten Aquifer. Es wird angenommen, da� das Fluid inkompressibel und das

gekl

�

uftet { por

�

ose Medium ni
ht deformierbar ist. Dann gilt die Kontinuit

�

atsglei
hung

S

o

�h

�t

+r � v

f

= f (1)

in Verbindung mit der Dar
y{Glei
hung

v

f

= �K � r h; (2)

hier in der Dru
kformulierung mit p = � g (h� z):

S

0

p

t

= r � (Krp) + � gr � (Krz) + fg (3)

S

0

spezi�s
her Spei
herkoeÆzient g Gravitation

h Piezometerh

�

ohe v

f

Filterges
hwindigkeit

p Dru
k z geod

�

atis
he H

�

ohe

K hydr. Leitf

�

ahigkeit f Quelldi
hte

� Fluiddi
hte

Transportglei
hung F

�

ur das aus Glei
hung (3) bekannte Str

�

omungsfeld kann der Trans-

port eines idealen Tra
ers mit der folgenden Glei
hung bes
hrieben werden:




t

= �r � (v

a


) +r � (Dr
) (4)


 Konzentration des gel

�

osten Sto�es

v

a

Abstandsges
hwindigkeit mit

v

a

= v

f

=n

e

n

e

e�ektive Porosit

�

at

D hydrodynamis
her Dispersionstensor



Der erste Term auf der re
hten Seite enth

�

alt den advektiven, der zweite Term den di�usiv {

dispersiven Anteil der Glei
hung. Unter Advektion wird dabei der Transport des gel

�

osten

Sto�es mit der Abstandsges
hwindigkeit verstanden. Di�usion bes
hreibt den Konzentra-

tionsausglei
h infolge Browns
her Molekularbewegung unabh

�

angig von der Fluidstr

�

omung,

und als Dispersion wird der str

�

omungsabh

�

angige Konzentrationsausglei
h dur
h mikro{ und

makroskalige Inhomogenit

�

aten des betra
hteten Bodens bezei
hnet. Glei
hung (4) hat im

mathematis
hen Sinn einen gemis
ht parabolis
h { hyperbolis
hen Charakter. Dominiert der

di�usiv { dispersive Anteil,

�

uberwiegt die stabile parabolis
he, bei starker Advektion hinge-

gen die hyperbolis
he Form der Glei
hung.

3 Softwarebasis

Netzgenerierung F

�

ur die geometris
he Diskretisierung der Kluftnetzwerke und der um-

gebenden Matrix wird der sehr 
exible Netzgenerator ART (Almost Regular Triangulation)

eingesetzt. Dieser Netzgenerator wurde am Mathematis
hen Institut A der Universit

�

at Stutt-

gart im Rahmen des SFB 404 "Mehrfeldprobleme in der Kontinuumsme
hanik" entwi
kelt

und in Zusammenarbeit an die speziellen Anforderungen gekl

�

ufteter Systeme angepasst. Die

Generierung der Netze beruht auf einer optimierten Delaunay - Triangulierung, wobei das Ziel

verfolgt wird, qualitativ ho
hwertige Elementgeometrien und m

�

ogli
hst regelm

�

a�ige Netz-

strukturen zu erzeugen. Dies wirkt si
h positiv auf die Genauigkeit der na
hfolgend auf den

Netzen erstellten numeris
hen L

�

osungen aus (Erhaltung des lokal { konservativen Verhaltens

des zur Anwendung kommenden Diskretisierungsverfahrens).

Der Netzgenerator ART erm

�

ogli
ht die Vernetzung sowohl zweidimensionaler als au
h drei-

dimensionaler Gebiete. Der zugrundeliegende Algorithmus ist f

�

ur beide Dimensionen nahezu

identis
h:

� Mit Hilfe einer Di
htefunktion wird eine Basis { Kon�guration von Knoten erstellt.

� Die Position der Knoten zueinander wird dur
h Minimierung eines Penalty - Funktio-

nals optimiert.

� Dur
h die ans
hlie�ende Triangulierung wird ein Netz aus Delaunay - Elementen (Drei-

e
ke bzw. Tetraeder) erzeugt.

Das Startgitter f

�

ur die Basis - Kon�guration der Knoten wird bestimmt, indem ein regul

�

ares

Gitter um den ungef

�

ahren Mittelpunkt des Gebietes konstruiert wird. Im 2D { Fall ist dies

ein aus se
hs glei
hseitigen Dreie
ken bestehendes Se
hse
k. Im 3D { Fall wird als regul

�

ares

Gitter ein Polyeder angesetzt, der aus 24 Tetraedern besteht. Da si
h mit glei
hseitigen Te-

traedern keine Parkettierung des Raums errei
hen l

�

a�t, wird der Tetraeder gew

�

ahlt, dessen

Standardabwei
hung der Diederwinkel zum glei
hseitigen Tetraeder so gering wie m

�

ogli
h

ist, und der glei
hzeitig subdivisions { invariant ist. Letzteres gew

�

ahrleistet, dass beim Un-

terteilen des Tetraeders dur
h Halbieren der Kanten die kleinen Tetraeder kongruent zum

unterteilten Tetraeder sind. Ans
hlie�end werden diejenigen Elemente des Startgitters ver-

feinert, deren Kanten bez

�

ugli
h der Di
htefunktion zu gro� sind. Die Optimierung der Kno-

tenpositionen zueinander hat das Ziel, die oben bes
hriebene Regularit

�

at der Elemente so

weit als m

�

ogli
h einzuhalten. Bei der abs
hlie�enden Triangulierung wird die Konformit

�

at der

Elemente mit den Randkurven und {


�

a
hen si
hergestellt. Die so erzeugten Netze zeigen bei

Vorgabe beliebiger innerer R

�

ander (Kl

�

ufte) hohe kombinatoris
he und geometris
he Qualit

�

at.

Eine ausf

�

uhrli
he Bes
hreibung des Netzgenerators ART �ndet si
h in Fu
hs (1999)[9℄.

Um die Reihe m

�

ogli
her Anwendungsgebiete no
h zu erweitern, wurden f

�

ur den Netzgene-

rator ART zwei S
hnittstellen implementiert. Die erste, FRAC2D3D, l

�

ost aus den Netzen



dreidimensionaler Gebiete die 2D { Elemente der Kl

�

ufte heraus, so dass eine Bere
hnung rei-

ner 2D { Kluftnetzwerke im dreidimensionalen Raum m

�

ogli
h ist (Neunh

�

auserer[19℄). Die

zweite und im vorliegenden Kontext verwendete, FRACMESH, s
hneidet niederdimensionale

Kl

�

ufte auf und vernetzt sie mit Elementen von glei
her Dimension wie die umliegenden Ma-

trixelemente. FRACMESH verarbeitet bisher zweidimensionale Gebiete. Die Kl

�

ufte werden

mit Viere
ken

�

uber die gesamte Kluftbreite vernetzt, Kluftkreuzungen werden mit Dreie
ken

realisiert (Abb. 1).
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Abbildung 1: Links: Gebiet mit zweidimensional vernetzten Kl

�

uften. Re
hts: Auss
hnitt der

Kluftkreuzung

Software { Toolbox UG Die programmte
hnis
he Umsetzung der verwendeten Diskre-

tisierungen und des Mehrgitterverfahrens wurde auf der Basis des Programmsystems UG

(Unstru
tured Grids) dur
hgef

�

uhrt. Die Software { Toolbox UG wird von der Te
hni
al Si-

mulation Group am IWR (Interdisziplin

�

ares Zentrum f

�

ur Wissens
haftli
hes Re
hnen) der

Universit

�

at Heidelberg entwi
kelt und gep
egt. Eine Bes
hreibung der Struktur und der Phi-

losophie von UG mit all seinen Aspekten ist in Bastian et al.[4℄ na
hzulesen.

UG ist ein umfangrei
hes Softwaresystem, das eine Reihe eÆzienter Te
hniken f

�

ur die nume-

ris
he L

�

osung partieller Di�erentialglei
hungen bereitstellt. Spezielles Gewi
ht wird dabei auf

adaptive Netzverfeinerung, robuste Mehrgittermethoden und Parallelisierungste
hniken f

�

ur

unstrukturierte Gitter gelegt. Im einzelnen l

�

a�t si
h das in weiten Teilen modular aufgebaute

Programmsystem in drei gro�e Teile gliedern:

� UG Library

� Problem Class Libraries

� Appli
ations

Die UG Library enth

�

alt die geometris
hen und algebrais
hen Datenstrukturen, eine gro�e

Anzahl an Netzverfeinerungs{ /vergr

�

oberungste
hniken, numeris
hen Algorithmen und Vi-

sualisierungste
hniken sowie eine Benutzers
hnittstelle. Die Benutzers
hnittstelle bietet dem

Nutzer eine S
riptspra
he an, mit der er komplexe Re
henl

�

aufe steuern und kontrollieren

kann. Glei
hzeitig kann eine beliebige Anzahl von Fenstern auf dem Bilds
hirm ge

�

o�net wer-

den, in denen die aktuellen Simulationsergebnisse mit Hilfe vers
hiedener Visualisierungs-

te
hniken wie Netzdarstellung, Konturdarstellung, Farbverl

�

aufen oder Vektorfelddarstellun-

gen angezeigt werden. Ebenso ist die Ausgabe der Ergebnisse in Posts
ript { Dateien oder im

Bina

�

arformat m

�

ogli
h. Der numeris
he Part der UG Library umfa�t eine Reihe unters
hied-

li
her Komponenten f

�

ur numeris
he Operationen. Dazu geh

�

oren einfa
he Matrix{ /Vektor-

operationen wie skalieren, kopieren, zu Null setzen et
., weiterhin Gittertransferoperationen,



vers
hiedene Gl

�

atter wie z.B. Ja
obi, Gau� { Seidel oder ILU { Zerlegung, L

�

oser wie Con-

jugate { Gradient { oder Mehrgitterl

�

oser sowie Werkzeuge f

�

ur die Diskretisierung, die z.B.

Bere
hnungen f

�

ur Finite Volumen und Finite Elemente (Gradienten, Ja
obi { Matrizen, De-

terminanten et
.) oder Quadraturregeln umfassen. Der Kern von UG ist die Datenstruktur

f

�

ur unstrukturierte Gitter, die die Verwendung von Netzen aus beliebigen Elementen im

zwei{ und dreidimensionalen Raum erlaubt. Der Grid Manager, dem diese Datenstruktur

untergeordnet ist, stellt au
h Funktionalit

�

aten f

�

ur die Verfeinerung und Vergr

�

oberung sowie

Standardformfunktionen f

�

ur vers
hiedene Elementtypen zur Verf

�

ugung. Die Dur
hf

�

uhrung

von Simulationsl

�

aufen auf Parallelre
hnern vom MIMD { Typ wird unterst

�

utzt.

Die Problem Class Libraries umfassen die numeris
he Diskretisierung und Fehlers
h

�

atzer.

Der Aufbau ist modular und kann problemlos um eigene Diskretisierungsverfahren erweitert

werden, wobei f

�

ur viele Operationen und Funktionalit

�

aten auf die UG Library zur

�

u
kgegrif-

fen werden kann.

In den Appli
ations werden s
hlie�li
h die Anwendungen vorgehalten, die die Gebietsbe-

s
hreibung, die Randbedingungen sowie alle erforderli
hen KoeÆzientenfunktionen umfas-

sen. Typis
herweise wird ein Re
henlauf

�

uber ein Skript�le mit der zuvor angespro
henen

S
riptspra
he gesteuert.

Um die mit ART und FRACMESH erzeugten Netze nutzen zu k

�

onnen, wurde UG entspre-


hend erweitert, so da� eine Einbindung nun problemlos m

�

ogli
h ist. Neue Datenstrukturen

zur Verwaltung von hierar
his
hen Formfunktionen f

�

ur Vier { und Dreie
kselemente erlauben

die Implementierung von hierar
his
hen Zerlegungen in Kluft { und Matrixproblem.

4 Diskretisierungsverfahren

Str

�

omung: Ritz { Galerkin Finite { Elemente

Wir betra
hten die Str

�

omung in der Dru
kformulierung (3). Im Falle einer station

�

aren

Str

�

omung gilt

p

t

= 0: (5)

Der Einfa
hheit halber gehen wir an dieser Stelle von homogenen Diri
hlet { Randbedingun-

gen aus:

p(x) = 0 8x 2 �
: (6)

Dur
h Multiplikation der Di�erentialglei
hung mit einem beliebigen v aus dem L

�

osungsraum

V = fv 2 H

1

(
)jv(x) = 0 8x 2 �
g, Integration

�

uber 
 und Anwendung der Greens
hen

Formel erhalten wir die s
hwa
he Formulierung der Di�entialglei
hung:

p 2 V : a(p; v) = `(v) 8v 2 V; (7)

wobei

a(p; v) :=

Z




rp

T

Krv dx und `(v) := g

Z




(f + �r � (Krz))v dx (8)

gesetzt ist. Ist K glei
hm

�

a�ig in x 2 
 positiv de�nit, so existiert eine eindeutig bestimmte

s
hwa
he L

�

osung p der Di�erentialglei
hung (3). Unter geeigneten Glattheitsbedingungen an

die Daten (vgl. z.B. Jost[13℄ oder Braess[7℄) ist p au
h klassis
he L

�

osung.

Zur numeris
hen Approximation von (7) w

�

ahlen wir einen endli
hdimensionalen Unterraum

S

h

� V . Dabei ist h ein Diskretisierungsparameter und f

�

ur h! 0 soll S

h

den kontinuierli
hen

L

�

osungsraum V approximieren. Das entspre
hende Ritz { Galerkin { Verfahren lautet dann

p

h

2 S

h

: a(p

h

; v) = `(v) 8v 2 S

h

: (9)



Sei f	

1

;	

2

; : : : ;	

N

g eine Basis von S

h

. Der Ansatz

p

h

=

N

X

k=1

P

k

	

k

(10)

f

�

uhrt auf das zu l

�

osende Glei
hungssystem

N

X

k=1

a(	

k

;	

i

)P

k

= ` (	

i

) ; i = 1; 2; : : : ; N; (11)

das wir mit A

ik

:= a(	

k

;	

i

) und b

i

:= ` (	

i

) in Matrix { Vektor { Form

AP = b (12)

s
hreiben k

�

onnen.

Im Sinne einer einfa
hen Darstellung bes
hreiben wir im folgenden nur den eindimensionalen

Fall 
 = (�1; 1). Eine Kluft mit Weite " ist dann dur
h das Intervall (�

"

2

;

"

2

) � 
 repr

�

asen-

tiert. Die folgenden

�

Uberlegungen lassen si
h direkt auf zwei und drei Raumdimensionen

�

ubertragen.

Sei

N

"

h

= fx

�n

; : : : ; x

�1

; x

0

; x

1

; : : : ; x

n

g � 


eine Menge von Gitterpunkte mit der Eigens
haft x

i

< x

i+1

. Sowohl Re
hengebiet als au
h

Kluft sollen dur
h N

"

h

aufgel

�

ost werden, also

x

n

= �1; x

�1

= �

"

2

; x

1

=

"

2

; x

n

= 1:

Dur
h N

"

h

wird 
 in 2n Teilintervalle t

k

zerlegt. Wir w

�

ahlen nun

S

h

= S

"

h

:=

n

v 2 C(

�


) j vj

t

k

ist linear und vj

�


= 0

o

: (13)

Die unbekannten KoeÆzienten P

k

in (11) sind dann gerade die Werte von p

h

in den Kno-

ten x

k

2 N

"

h

. Das vorgestellte Ritz { Galerkin { Finite { Elemente { Verfahren wird sp

�

ater

verwendet, um das Mehrgitterverfahren zur entkoppelten Betra
htung von Kluft{ und Ma-

trixraum mit Elementen glei
her Dimension zu bes
hreiben (Kap. 5).

Das FE { Verfahren approximiert die Ges
hwindigkeit eine Ordnung niedriger als den Dru
k

bzw. die Piezometerh

�

ohe. Da die Ges
hwindigkeitsverteilung jedo
h ein sehr sensitiver Pa-

rameter f

�

ur die Transportbere
hnung ist, soll im n

�

a
hsten S
hritt ein gemis
ht { hybrides

Finite { Elemente { Verfahren verwendet werden, das die Ges
hwindigkeit sogar besser als

den Dru
k bes
hreibt.

Transport: Streamline { Upwind Boxverfahren

Zur L

�

osung der Transportglei
hung (4) wird ein modi�ziertes Boxverfahren eingesetzt, das

Streamline { Upwind Boxverfahren. Ein Boxverfahren beruht zun

�

a
hst auf einer knoten-

zentrieren Finite { Volumen { Betra
htung und hat den Vorteil, da� es auf beliebigen un-

strukturierten Gittern eingesetzt werden kann. Dazu wird jedes Element in knotenbezogene

Subkontrollvolumen unterteilt, die dur
h jeweils einen zugeh

�

origen Elementknoten, die Sei-

tenmittelpunkte der Elementkanten und den Elements
hwerpunkt de�niert werden (Abb. 2,

links). Der Flu� senkre
ht zu den R

�

andern der Box wird an den Integrationspunkten mit

einer Einpunktintegration

�

uber das Interfa
e der zugeh

�

origen Subkontrollvolumen bestimmt

(Abb. 2, mitte).
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Abbildung 2: Pat
h am Knoten i mit Box V

i

, Integrationspunkte, Ansatz { und Wi
htungs-

funktion

Im Kontext einer Galerkin { Finite { Elemente { Herleitung auf der Grundlage der gewi
h-

teten Residuen

Z

V

W � � dG = 0 mit � = D(~
) und ~
 = N � 
̂ (14)

entspri
ht dies einer Formulierung mit den Wi
htungsfunktionen (Abb. 2, re
hts)

W =

(

1

0

if

if

x

x

2

62

V

i

V

i

: (15)

Daraus ergibt si
h als Diskretisierung f

�

ur die Transportglei
hung (4):


̂

t

�

Z

V

W N dV = �

I

�

W v

a

N nd� 
̂ +

I

�

W DrN nd� 
̂ (16)

mit Normalenvektor n senkre
ht auf dem Rand � und dem Vektor der diskreten Knotenwerte


̂.

Zur Bestimmung der N

�

aherungsl

�

osung ~
 = N � 
̂ werden f

�

ur den Akkumulations{ und den

Di�usionsterm lineare Ansatzfunktionen N gew

�

ahlt. Der Advektionsterm wird oberstrom

gewi
htet, d.h. es wird der Konzentrationswert des in Bezug auf den Flu� am Integrations-

punkt oberstromigen Knotens f

�

ur die Diskretisierung verwendet (fully upwinding), im Fall

von Abb. 3 links der Knoten i. Das Upwinding ist nur von erster Ordnung genau, aber

physikalis
h sinnvoll, da der Informations
u� beim advektiven Transport von ober{ na
h

unterstrom geri
htet ist. Das so bes
hriebene Verfahren ist monoton und lokal massenkon-

servativ (vgl. z.B. Helmig[11℄).

Die dur
h das Upwinding eingebra
hte k

�

unstli
he Di�usion stabilisiert die L

�

osung advektiv

dominierter Prozesse, da sie Fehler h

�

oherer Ordnung im besten Fall ausglei
ht (vgl. z.B. Cir-

pka[8℄). Dies ist jedo
h nur in Ri
htung des advektiven Massen
usses und damit der Strom-

linien notwendig. Bei mehrdimensionalen Problemen tritt dur
h das Upwinding entlang der

Elementkanten au
h eine k

�

unstli
he Di�usion quer zur Str

�

omungsri
htung auf (Querdi�u-

sion oder 
rosswind di�usion), die ni
ht erw

�

uns
ht ist. Um diese zu minimieren, wird das

Upwinding f

�

ur das Boxverfahren entlang der Stromlinien dur
hgef

�

uhrt (Abb. 3).

In Anlehnung an ein upwind s
heme erster Ordnung na
h Raithby[21℄ wird der zu verwen-

dende oberstromige Konzentrationswert 


up

linear zwis
hen i und k interpoliert:




up

= (1� �)


i

+ �


k

mit � = min(1; �) (17)

� stellt das Verh

�

altnis des Abstandes zwis
hen Knoten i und S
hnittpunkt s1 bzw. s2 zur

Seitenl

�

ange L dar. Wi
htig ist, da� s1 ni
ht zwis
hen den Knoten i und j interpoliert wird. In

diesem Fall w

�

urde es si
h ni
ht mehr um eine Oberstromwi
htung handeln. Das Streamline {
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Abbildung 3: Pat
h am Knoten i mit Box. Links: Upwinding entlang der Elementkante.

Re
hts: Streamline Upwinding

Upwind Boxverfahren ermittelt f

�

ur ein kartesis
hes Quadratgitter mit Cr = (v

a

�t)=�x = 1

die exakte L

�

osung ni
ht nur bei Str

�

omung entlang der Elementkanten, sondern au
h unter

45

o

. Unter den glei
hen Voraussetzungen wird au
h die exakte L

�

osung f

�

ur ein regelm

�

a�i-

ges Dreie
ksgitter (Abb. 3) bestimmt, wenn die Stromlinie parallel zu einer Kante verl

�

auft.

In beiden F

�

allen erzeugt ein Upwinding entlang der Elementkanten ein deutli
hes Ma� an

k

�

unstli
her Di�usion (Abb. 8).

Das streamline upwinding bietet neben der Verringerung der Querdi�usion eine Reihe wei-

terer M

�

ogli
hkeiten, die im n

�

a
hsten S
hritt realisiert werden sollen. So l

�

a�t si
h das Upwin-

ding entlang der Stromlinie in Abh

�

angigkeit vom Verh

�

altnis von Advektion und Di�usion

dur
hf

�

uhren und so das notwendige Ma� an k

�

unstli
her L

�

angsdi�usion besser bestimmen.

Weiterhin sollen slope limiter mit TVD { Eigens
haften in Berei
hen hoher Konzentrations-

gradienten eingesetzt werden, die eine s
h

�

arfere Front erm

�

ogli
hen.

5 Hierar
his
he Zerlegung und Mehrgitterverfahren

Wir betra
hten das aus der Str

�

omungsglei
hung (3) entstehende Problem in der s
hwa
hen

Formulierung (7) und eine Diskretisierung (9) mit linearen Finiten Elementen (13) .

Ausgehend von dem in Abbildung 4 dargestellten Gitter N

"

0

erzeugen wir dur
h sukzessive

Bisektion eine Gitterfolge N

"

0

� N

"

1

� � � � � N

"

j

. Die entspre
hende Folge von FE { R

�

aumen

S

"

0

� S

"

1

� � � � � S

"

j

ist Ausgangspunkt f

�

ur die Konstruktion von Mehrgittermethoden zur L

�

osung des diskreten

Problems

p

j

2 S

"

j

: a(p

j

; v) = `(v) 8v 2 S

"

j

: (18)

Klassis
he Mehrgittermethoden (z.B. mit kanonis
her Galerkinrestriktion { und Prolonga-

tion sowie Gau� { Seidel { Gl

�

attung) versagen f

�

ur vers
hwindende Kluftweite, also "! 0.

Als Ausweg wurden algebrais
he Mehrgittermethoden (vgl. Braess[6℄) oder eine Verbindung

von Homogenisierung und Mehrgitter (vgl. Neuss[20℄) vorges
hlagen. Wir wollen hier einen

neuen Ansatz vorstellen, der auf einer hierar
his
hen Zerlegung von (18) in eine Folge von

Kluft { und Matrixproblemen sowie einem f

�

ur "! 0 robusten Mehrgitterverfahren f

�

ur das

Matrixproblem beruht.



Hierar
his
he Zerlegung Eine hierar
his
he Zerlegung (sieheYserentant[25℄ und Bank

et al.[2℄) ist ein Spezialfall einer Teilraumkorrekturmethode (Xu[24℄,Yserentant[26℄), de-

ren Idee es ist, das Ausgangsproblem in eine Folge kleinerer Probleme zu zerlegen.

Wir betra
hten die hierar
his
he Zerlegung

S

"

j

= S

M

j

� S

K

j

(19)

in einen Matrixraum S

M

j

und in einen Kluftraum S

K

j

. Der eindimensionale Kluftraum S

K

j

wird dur
h die Knotenbasisfunktion �

0;j

zum Knoten x

0

aufgespannt, der Matrixraum S

M

j

dur
h die Knotenbasisfunktionen zum Matrixgitter N

M

j

= N

"

j

n fx

0

g (vgl. Abbildung 4).

x

�3

x

�2

x

�1

x

0

x

1

x

2

x

3

| Kluftbasisfunktion � � � Matrixbasisfunktionen

Abbildung 4: Hierar
his
he Zerlegung

Die Teilraumzerlegung (19) f

�

uhrt auf eine entspre
hende Zerlegung des Ausgangsproblems

in zwei Teilprobleme und damit auf das folgende iterative Verfahren.

Algorithmus (Zweilevelverfahren)

gegeben: p

�

j

2 S

"

j

l

�

ose:

v

M

j

2 S

M

j

: a(v

M

j

; v) = `(v)� a(p

�

j

; v) 8v 2 S

M

j

(20)

l

�

ose:

v

K

j

2 S

K

: a(v

K

j

; v) = `(v)� a(p

�

j

+ v

M

j

; v) 8v 2 S

K

(21)

neue Iterierte: p

�+1

j

= p

�

j

+ v

M

j

+ v

K

j

Diese Zerlegung erlaubt eine entkoppelte Betra
htung von Kluft { und Matrixproblem und

damit au
h die Verwendung von geeigneten L

�

osungsverfahren f

�

ur die einzelnen Probleme.

Dabei erinnert das Matrixproblem an einen

�

aquivalenten Ansatz, bei dem dur
h

�

Anderung

des Beoba
htungsma�stabes eine Homogenisierung vorgenommen und die Kl

�

uftung ni
ht

explizit behandelt wird. Das Kluftproblem spielt die Rolle eines Einzelkluft {bzw. Kluftnetz-

werkmodells, in dem die Matrix als undur
hl

�

assig angenommen wird.

Man bea
hte, da� das Matrixproblem (20) na
h Konstruktion keine Freiheitsgrade im In-

nern der Kluft hat. Die Interaktion zwis
hen Kluft { und Matrixproblem �ndet dann nur

no
h dur
h die Nebendiagonaleintr

�

age der Gesamtstei�gkeitsmatrix A in (12) im Update

des Residuums im (hierar
his
hen) Zweilevelverfahren statt und l

�

a�t si
h mit einer einfa
hen

Matrix { Vektor { Multiplikation realisieren.



Kluftproblem Im r

�

aumli
h eindimensionalen Fall ist die L

�

osung des Kluftproblems trivial

(eine lineare Glei
hung). Au
h im Fall zwei { oder dreidimensionaler Re
hengebiete 
 kann

man davon ausgehen, da� die Anzahl der Unbekannten in den Kl

�

uften im Verh

�

altnis zum

Gesamtre
hengebiet von niederer Ordnung ist. Damit liegt die Verwendung eines direkten

L

�

osers nahe. In komplexeren F

�

allen wie z.B. gr

�

ossere Kluftnetzwerke kann ein Mehrgitter-

verfahren f

�

ur anisotrope Gitter (Apel und S
h

�

oberl[1℄) verwendet werden.

Matrixproblem Zur iterativen L

�

osung des Matrixproblems soll nun ein geeignetes Mehr-

gitterverfahren bereitgestellt werden. Grundlage ist die Gitterhierar
hie

N

M

0

� N

M

1

� � � � � N

M

j

; N

M

k

= N

"

k

n fx

0

g

und die entspre
hende Hierar
hie von FE { R

�

aumen

S

M

0

� S

M

1

� � � � � S

M

j

:

Wir betra
hten zun

�

a
hst das (klassis
he) Mehrgitterverfahren mit kanonis
her Restriktion

und Prolongation sowie Gau� { Seidel { Gl

�

atter. Als Grobgitterkorrektur im Knoten x

�1

=

�

"

2

2 N

M

k

(linker Kluftrand) auf Level k erh

�

alt man

z

�1;k

=

f(�

�1;k

)� a(w; �

�1;k

)

a(�

�1;k

; �

�1;k

)

(22)

Dabei ist �

�1;k

� S

M

k

die Knotenbasisfunktion zu x

�1

auf Level k und w 2 S

M

j

eine beliebige

Zwis
heniterierte. Im Falle "! 0 gilt

k�

�1;k

k = a(�

�1;k

; �

�1;k

)

1=2

! 0

x

�1

x

1

x

�1

= x

1

�

0;k

�

0;k

und daher au
h z

�1;k

! 0. Mit vers
hwindender Kluftweite vers
hwinden somit au
h die

Grobgitterkorrekturen am Kluftrand und die Konvergenzges
hwindigkeit nimmt dramatis
h

ab. Diese Eigens
haft ist typis
h f

�

ur klassis
he Mehrgitterverfahren.

Abbildung 5: Grobgittersu
hri
htung / zus

�

atzli
her Gl

�

attungss
hritt

Um au
h f

�

ur "! 0 ein robustes Konvergenzverhalten zu errei
hen, wird am Kluftrand eine

zus

�

atzli
he, geometriangepa�te Korrektur

z

0;k

=

f(�

0;k

)� a(w; �

0;k

)

a(�

0;k

; �

0;k

)

(23)

in Ri
htung

�

0;k

= �

�1;k

+ �

1;k

dur
hgef

�

uhrt. Bea
hte, da� �

0;k

f

�

ur " ! 0 gegen die Grobgitterknotenbasisfunktion �

0;k

konvergiert (vgl. Abbildung 5). Die Korrekturen z

0;k

sind f

�

ur �

0;k

anstelle von �

0;k

und damit

selbst f

�

ur " = 0 sinnvoll.



6 Vorl

�

au�ge Ergebnisse

Hierar
his
he Zerlegung

Wir betra
hten das Modellproblem

��p(x) = f(x) f

�

ur x 2 
 (24)

p = 0 f

�

ur x 2 �


Abbildung (6) zeigt das Re
hengebiet 
 zusammen mit der Ausgangszerlegung T

0

in Drei {

und Viere
ke. Die Viere
ke sollen eine Kluft mit horizontaler Kluftweite " repr

�

asentieren.

Dur
h sukzessive Halbierung aller Kanten in der Matrix (uniforme Verfeinerung der Dreie
ke)

und Halbierung der senkre
hten Kanten in der Kluft (anisotrope Verfeinerung der Viere
ke)

erhalten wir eine Folge ges
ha
htelter Zerlegungen T

0

� � � � � T

j

. St

�

u
kweise lineare Finite

Elemente in der Matrix und bilineare Elemente in der Kluft f

�

uhren auf eine entspre
hende

Folge von FE { R

�

aumen S

0

� � � � � S

j

.

Matrix Kluft Matrix

Abbildung 6: Trianguliertes Gebiet mit einer senkre
hten Kluft

Abbildung 7 zeigt links f

�

ur j = 3 (595 Unbekannte) die Konvergenzraten zweier Mehrgit-

terverfahren in Abh

�

angigkeit von der Kluftweite ". Trotz verh

�

altnism

�

a�ig kleiner Anzahl

von Unbekannten ist das klassis
he Mehrgitterverfahrens mit kanonis
her Restriktion und

Prolongation sowie Gau� { Seidel { Gl

�

atter (gepunktete Linie) f

�

ur Kluftweite " < 10

�5

un-

brau
hbar. Im Gegensatz dazu ist unser neues Verfahren mit geometrieangepasster Gl

�

attung

(gestri
helte Linie) robust gegen

�

uber vers
hwindender Kluftweite. Re
hts ist das Verhalten

der Konvergenzrate f

�

ur festes " = 10

�4

und variables j = 1; : : : ; 5 zu sehen. Wir beoba
hten

eine Abs

�

attigung der Konvergenzraten im Berei
h von 0:1, also gitterunabh

�

angige Konver-

genzraten.
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Abbildung 7: Robuste Konvergenzraten f

�

ur kleine " und h



Transport

Die Eigens
haften des in Kapitel 4 vorgestellen Streamline { Upwind Boxverfahrens sollen

an einem einfa
hen Beispiel demonstriert werden. Abb. 8 links zeigt die Piezometerh

�

ohen-

verteilung und das zugeh

�

orige Str

�

omungsfeld f

�

ur ein quadratis
hes Gebiet mit einer Quelle

an der unteren linken E
ke und einer Senke an der re
hten oberen E
ke. Quelle und Senke

sind dur
h Dir
hlet { Randbedingungen realisiert, der Flu�

�

uber die R

�

ander ist Null. An der

unteren linken E
ke wird eine Einheitskonzentration vorgegeben.
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Abbildung 8: Str

�

omungsfeld, Konzentrationsverteilung mit Box und SU { Box, S
hnitt ent-

lang der Diagonale

Die Konzentration wandert mit der Str

�

omung in das Gebiet ein. Beim Boxverfahren ohne

Oberstromwi
htung liegt die Front entlang der Haupta
hsen am Gebietsrand vor der L

�

osung

mit streamline upwinding, entlang der Diagonalen ist es umgekehrt. Diese Deformation der

Kurve ist auf Querdi�usion zur

�

u
kzuf

�

uhren (Abb. 8 mitte und re
hts).

7 Zusammenfassung

Im Gegensatz zu bisherigen Ans

�

atzen soll die lokale Flu�erhaltung am Kluft/Matrix {

�

Uber-

gang gew

�

ahrleistet werden. Dazu sollen Kluft und Matrix mit Elementen glei
her Dimension

vernetzt werden, unters
hiedli
he Diskretisierungsverfahren in Kluft und Matrix m

�

ogli
h sein,

um den unters
hiedli
hen Prozessen Re
hnung zu tragen, und alle Bausteine des L

�

osungs-

prozesses robust gegen

�

uber vers
hwindender Kluftweite sein.

Auf der Grundlage des Netzgenerators ART wurde zun

�

a
hst in 2 { D die S
hnittstelle

FRACMESH entwi
kelt, um die Kl

�

ufte mit Elementen glei
her Dimension zu vernetzen

wie die umliegenden Matrixelemente. Auf diese Weise k

�

onnen die Na
hteile der bisher ver-

wendeten Kopplung von Elementen unters
hiedli
her Dimension (keine Flu�erhaltung am

Kluft/Matrix {

�

Ubergang) vermieden werden.

Zur Diskretisierung der Str

�

omungsglei
hung wurde bisher ein Ritz { Galerkin Finite { Ele-

mente { Verfahren verwendet. Zur besseren Approximation der Ges
hwindigkeitsverteilung

soll im weiteren Verlauf der Arbeiten ein gemis
ht { hybrides Finite { Elemente { Ver-

fahren eingesetzt werden. Es konnte gezeigt werden, da� das f

�

ur die Transportbere
hnung

entwi
kelte Streamline { Upwind Boxverfahren die dur
h die Diskretisierung hervorgerufene

k

�

unstli
he Querdi�usion gering halten kann. Die Stromlinienformulierung bietet eine Reihe

von M

�

ogli
hkeiten, von denen als n

�

a
hstes die Anpassung an das Verh

�

altnis von Advektion

zu Di�usion und die Einbeziehung von slope { limiter { Te
hniken im Berei
h steiler Gradi-

enten (adaptive Diskretisierung) ins Auge gefa�t wird.

Um die Verwendung von unters
hiedli
hen Diskretisierungsverfahren in Kluft und Matrix



zu erm

�

ogli
hen, haben wir ein Mehrgitterverfahren entwi
kelt, das mit einem hierar
his
hen

Ansatz eine Zerlegung in Kluft{ und Matrixproblem erlaubt. Dieses wurde zun

�

a
hst f

�

ur die

Str

�

omung implementiert und soll im n

�

a
hsten S
hritt auf den Transport

�

ubertragen werden.

Bei der herk

�

ommli
hen hierar
his
hen Zerlegung treten Konvergenzprobleme im Matrixraum

dur
h einseitig zu steile Basisfunktionen bei vers
hwindender Kluftweite auf. Es wurden pro-

blemangepa�te Gl

�

attungss
hritte vorgestellt, mit denen au
h im Matrixproblem in ersten

Modellbeispielen kluftbreitenunabh

�

angige Konvergenz errei
ht werden konnte.

Danksagung: Das Projekt "Mehrgittermethoden und adaptive Diskretisierungsverfahren

zur Simulation von Str

�

omungs { und Transportprozessen in Kluftaquiferen" wird von der

Deuts
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haft mit den Sa
hbeihilfen Hi 640/1 { 1 und Ko 1806/2 { 1

unterst

�

utzt.
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